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PREFÁCIO 


A 3.º edição em língua francesa conserva como essencial o 
conteúdo da 2.º edição. Certos capítulos foram profundamente revistos 
e completados, em especial aqueles que tratam de certos ramos das 
matemáticas modernas, cujo conhecimento é nos nossos dias indis- 
pensável a todo o engenheiro. Na parte «Exercícios» aumentou-se o 
número de problemas, insistindo sobre aqueles que, mais difíceis, exi- 
gem mais reflexão. O material desta nova edição é apresentado em 
dois volumes. 

No primeiro volume, os capítulos iniciais «Número, variável, função» 
e «Limite e continuidade das funções» foram resumilos na medida 
do possível. Certas questões, habitualmente tratadas nestes capítulos, 
foram conscientemente reportadas aos capítulos seguintes. Isto permitiu 
abordar mais rapidamente a derivada, noção fundamental do cálculo 
diferencial; esta necessidade foi-nos ditada pelas exigências das outras 
disciplinas do ensino técnico superior. O bom fundamento duma tal 
disposição foi felizmente confirmado pela experiência de vários anos. 

No fm do primeiro volume inseriu-se os anexos I e II expondo 
problemas muito importantes para o engenheiro: «Estabelecimento duma 
dependência funcional a partir de dados experimentais pelo método 
dos mínimos quadrados» e «Fórmula de interpolação de Newton. 
Derivação numérica». 

No segundo volume, para assegurar aos estudantes uma prepa- 
ração matemática que lhes permita abordar as disciplinas ligadas à 
automação e acs métodos de cálculo automático, que são hoje ensi- 
nadas nos estabelecimentos de ensino técnico superior. vários desen- 
volvimentos, tratando em detalhe destas questões, foram inseridos: 
«Integração numérica das equações diferenciais e sistemas de equações 
diferenciais» (*), «Integração de sistemas diferenciais lineares», «Noção 
sobre a teoria da estabilidade de Liapounov», «Operador hamiltoniano», 
«Integral de Fourier», etc. 


(*) Os métodos de cálculo numérico habitialmente tratados nos cursos 
de análise são igualmente expostos neste manual. 


Esta edição foi também completada por dois novos capítulos 
«Equações da física matemática» (capítulo XVIII) e «Cálculo opera- 
cional e aplicações» (capítulo XIX). 

O capítulo XVIII passa em revista as equações fundamentais 
da física matemática. Tem-se dado uma importância particular à 
análise da natureza dos fenómenos físicos que conduzem às equações de 
diferentes tipos e aos problemas de limites correspondentes. Uma grande 
importância foi igualmente concedida aos métodos numéricos de reso- 
lução das equações diferenciais às derivadas parciais. 

No capítulo XIX expôs-se as noções fundamentais do cálculo 
operacional e o método operacional de resolução das equações dife- 
renciais. Elas são indispensáveis para o estudo de numerosas disciplinas 
aplicadas, em especial as ligadas à electrotécnica. 

Um grande número de problemas e de exercícios, que esclarecem 
a maior parte dos vínculos que existem entre as matemáticas e 
as outras disciplinas, foram incluídos neste manual. Os problemas e 
os exercícios foram especialmente escolhidos para cada capítulo do 
curso a fim de contribuir para a assimilação da parte teórica. Alguns 
foram resolvidos e comentados a título de exemplos. Isto torna o 
uso deste manual particularmente precioso para o estudo auto- 
-didáctico, 

Devo exprimir a minha profunda gratidão às Edições Mir que 
aceitaram a tradução e a publicação desta obra. 


O autor 
NOTA SOBRE A PRESENTE EDIÇÃO 


Esta edição, a 42 em francês, reproduz a 3.º, que se esgotou 
rapidamente. 

Procedemos, no entanto, às correcções que o autor julgara neces- 
sárias para esta nova edição, a fim de apresentar aos leitores uma 
obra ainda mais digna da sua confiança. 


O EDITOR 


Capitulo XIII 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


§ 1. Posição do problema. Equação do movimento do corpo para 
um meio em que a resistência é proporcional à velocidade. 
Equação da catenária 


Suponhamos que a função y = f(x) exprime um fenómeno do 
ponto de vista quantitativo. Examinando este fenómeno, é muitas vezes 
impossível estabelecer directamente o carácter da dependência entre 
y e x, mas pode-se estabelecer uma dependência entre as quantidades 
x, y e as derivadas de y em relação a x: y’, y”, .... y™, isto é, que 
se pode escrever uma equação diferencial. 

Deduzir da relação entre x, y e as derivadas a relação directa 
entre y e x, isto é, encontrar y = f (x), é ainda o que se chama integrar 
uma equação diferencial. 


Consideremos dois exemplos. 


Exemplo — |. Deixe-se cair um corpo de massa m duma certa altura. 
Pede-se para estabelecer a lei de variação da velocidade da queda v, se o corpo 
experimentar uma resistência de travagem da parte do ar proporcional à velo- 
cidade (sendo o cosficiente de proporcionalidade k), isto é, encontrar v = f (t). 


Resolução — Em virtude da segunda lei de Newton 


em que = é a aceleração do corpo em movimento (a derivada da velocidade 


em relação ao tempo) e F, a força que age sobre o corpo no sentido do 
movimento. Esta força é constituída por duas forças: pela força de gravidade mg 
e pela resistência do ar = ky (toma-se o sinal menos porque esta força é oposta 
à velocidade). Assim 


dv 
m AE =mg— kv. (1) 


= £ a dv 
Temos uma relação entre a função desconhecida v e a sua derivada ETR 


isto é, uma equação diferencial sobre a função desconhecida v. (É a equação 
do movimento de certos tipos de paraquedas). Resolver esta equação diferencial, 
é procurar uma função v= f(t) que a verifica idênticamente. Existe uma 
infinidade de tais soluções. O leitor verificará facilmente que toda a função 
da forma 


p= Ge w” == ——— (2) 
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verifica a equação (1) qualquer que seja a constante C. Mas qual destas fun- 
ções dá a relação procurada entre v e 1? Para a encontrar, imponhamos uma 
condição suplementar: uma velocidade inicial vo (que, em especial, pode ser 
nula) foi comunicada ao corpo na partida; suporemos que esta velocidade inicial 
é conhecida, mas, então, a função procurada v = f (t) deve ser tal que se tenha 
para r=0 (mo começo do movimento) v = vo. Substituindo 1=0, v= və na 
fórmula (2), tem-se: 


m 
w=C+E, 
donde 
Covo TÊ. 


Assim, a constante C é determinada. A dependência entre v e t, exprime-se, 
pois, por: 


E 
m SEER. 
Da (2-7) e m As 8 . (2°) 
Resulta desta fórmula que para t suficientemente grande a velocidade v 
depende pouco de vo. 
Notemos que se k=0 (isto é, se a resistência do ar for nula ou des- 
prezável) encontra-se o resultado conhecido em física (*): 


v=vo+ gt. (2”) 


Esta função satisfaz a equação diferen- 
cial (1) e à condição inicial: v = ve para t= 0. 


Exemplo —2. Um fio flexível homogéneo 
está suspenso pelas suas duas extremidades. Achar 
a equação da curva de equilíbrio do fio subme- 
tido ao seu próprio peso (tal é a posição que 
tomam os cabos suspensos, os fios, as correntes). 


Resolução — Sejam Ms (0, b) o ponto mais 
baixo sobre o fio, M um ponto arbitrário sobre 
este fio (fig. 244). Consideremos a porção de 
b fio MM. Esta porção está em equilíbrio sob a 
Fig. 244, acção de três forças: 


1) A tensão T, que age tangencialmente no ponto M e formando com 
o eixo Ox o ângulo q; 

2) A tensão Æ no ponto M,, que age horizontalmente; 

3) O peso ys dirigido verticalmente para baixo, em que s é o compri- 
mento do arco MM, y o peso específico do fio. 


(*) Pode-se deduzir a fórmula (2) para passagem ao limite 
EN 


kt 
lim [(» =) e m TE |=v+st. 


k0 
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Decompondo a tensão T nas suas componentes horizontal e vertical, 
obtém-se as equações de equilíbrio: 


Tcosp=H, 
T sen Q= ys. 


Obtém-se, dividindo membro a membro, estas duas igualdades 
tg p=4 s. (3) 


Suponhamos agora que se pode escrever a equação da curva procurada 
sob a forma y= f(x) Aqui, f(x) é uma função desconhecida que é preciso 
procurar. Notemos que 


d 
tgọ=f' (=e: 


Por conseguinte: dy 1 
Apa O 
dz a 
H (4) 
em que se fez ER 

Derivemos os dois membros da igualdade (4) em relação a x: 


ay 4 do 
dz? a dz: 


Mas sabe-se que (ver § 1, Cap. VI) 


ds aya dy J 
dz m i dx ) (5) 
Substituindo esta expressão na equação (5), obtém-se a equação dife- 
rencial da curva procurada sob a forma: 


dy 4 y ( dy h 6 

ds Ta V Tar) (6) 

Ela liga as derivadas primeira e segunda da função desconhecida y- 

Sem nos preocuparmos com os métodos de resolução das equações, indi- 
quemos que toda a função da forma 


a [+ (>+ ger Chdi oy () 


2 


satisfaz à equação (6) quaisquer que sejam as constantes Cı e Cz, É fácil de 
provar substituindo as derivadas primeira e segunda da função indicada na 
equação (6). Indiquemos ainda, sem o demonstrar, que se tem aí todas as 
soluções (para diversos Cı e C>) da equação (6). Isso será demonstrado no § 18. 
Os gráficos das funções assim obtidas são chamadas das catenárias. 
Vejamos agora como convém escolher as constantes Cı e C: para obter 
precisamente a catenária cujo ponto inferior tem por coordenadas (0, b). Dado 
que para x=0 se tem o ponto mais baixo da catenária, a tangente é, hori- 


zontal naquele ponto, isto é, Ao, Além disso, por hipótese, a ordénada é 
T 


igual a b nesse ponto, isto é, y = b. 
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Deduz-se da equação (7) 


Substituindo nesta última x = 0, obtém-se o e Lo 
se b é ordenada de Ms, t ã ; AT 
o tem-se, então, y = b para x = 0. Deduz-se da equação (7), 
do x = i E l 
pondo x 0e 0, 0, AESA Ds eb 5 donde €,=b—a. 


Encontra-se, por fim: 
PR E ei 
v=3 (0 +e a) +o—a. 


ão (1) & ais ; M 
É A equação simplifica-se muito se se fizer a ordenada do ponto º 
igual a a. A equação da catenária torna-se, então, em: 
3 , e 


§ 2. Definições 


Definição — 1. Chama-se e ão di 7 
S -se equação diferencial a uma equação qu 
Pnad uma relação entre a variável independente Do Quição 
RAR y = f(x) e suas derivadas y’, y”, ... y™® i 

ode-se escrever simbòlicamente uma equação diferencial como 


se segue: 
Elz, y, yy Ea y0 


2. n 
F(a, y, A o JP) e 
dx dz? i dx” 
Se y = f(x) é função de uma só variável ind E 
diferencial, diz-se «ordinária: Came vel independente, a equação 
diferenciais ordinárias (*). saremos pelo estudo das equações 


ou 


x 2 A 
AR a 2o meo tempo „que as equações diferenciais ordinárias, estuda-se 
ia as lise matemática equações com derivadas parciais. Chamam-se 
A = am erivadas parciais» a uma relação entre a função desconhecida 

epende de duas ou várias variáveis x, Y» -.., estas próprias ative 
as derivadas parciais de z: SE, dos ga, et i 

A dz * dy! Pr’ SO 

fem-ss como exemplo de equ i iai 
eaae A LA quação de derivadas parciais de função des- 


É fácil e veriticar u = 
) d que a função Z z?y? (bem como muitas outras 
ç 1 E É Frat 
no capítulo XVI (vol. 2). as equações de derivadas parciais são estudadas 
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- E eee e e 

Definição —2. Chama-se ordem duma equação diferencial à or- 
dem da derivada mais elevada contida nessa equação. 


Assim, 


y — 2z +5 =0 


é uma equação de primeira ordem. 


A equação 
y” + ky’— by — sen z = 0 


é uma equação de segunda ordem, etc. 
A equação considerada no exemplo 1 do parágrafo precedente 
é uma equação de 1.* ordem e a do exemplo 2 de segunda ordem. 


Definição — 3. Chama-se solução ou integral duma equação dife-. 


rencial a toda a função y = f(x) que verifica idênticamente essa equação. 


Exemplo — 1. Seja a equação diferencial 


d2y 


aaa YA: 


As funções y = sen x, y = 2 cosx, y = 3 sen x — cosx e, mais geralmente, 
toda a função da forma y = Cısenx, y = C.cosx ou 


y=C, senx--Co cosa 


é solução da equação dada quaisquer que sejam as constantes Cı e Cz; é 
fácil de verificar, substituindo estas funções na equação. 


Exemplo — 2. Consideremos a equação 
y'e—a?— y=0. 


As suas soluções são funções da forma 
y=224-0z, 
em que C é uma constante arbitrária. Com efeito, encontra-se, derivando a 


função y=22--Cz: 
'=22+4C. 


Substituindo as expressões de y e y’ na equação dada, obtém-se a 


identidade 
(2x140) r— 22— 42 — Cr =Q. 


Cada uma das equações tratadas nos exemplos 1 e 2 possu: uma infinidade 


de soluções. 


9 
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§ 3. Equações diferenciais de primeira ordem (noções gerais) 


1. Uma equação diferencial de 1.º ordem é da forma 


F(z, y, 4)=0. (1) 


Quando esta equação é resolúvel em y’, pode-se pô-la sob a forma s 


v =f (©, o). (1º) 


ne Sik ego que a equação diferencial é resolúvel em relação 
erivada. lem-se para uma tal equação o teor i 

de e ema seguinte s 
unicidade da solução. ã a 


Teorema — Se na equação . 
y'= f (z, y) 
função f(x, y) e a sua derivada rcial eis e laçã 
pa ay em relação a y forem 


contínuas num certo domínio D do plano Oxy e se (xo, Yo) for um 
ponto deste domínio, existe uma solução única y = ọ (x) que satisfaz à 
condição y = yo quando x = xo. 


a Geomètricamente, „este teorema significa que existe uma função 
y = p (x), e uma só, cuja curva representativa passa pelo ponto (xo, Yo). 
Resulta deste teorema que a equação (1) possui uma infinidade 
de soluções diferentes (por exemplo, a solução que passa pelo ponto 
r A a EA que passa pelo ponto (xo yı); a que passa pelo 
ponto (xo, yz), etc., uma vez que estes pontos s 
ng q p e encontram no 
ia ti condição Ea que a função y deva tomar o valor dado Yo 
ndo x = xo chama-se condição inicial. Muitas vezes -Se- 
tic escreve-se-la 
Ylu=a, = Yo. 
Definição — 1. Chama-se solução geral duma equação de 1.º or- 
dem a uma função 


-Y= 9 (z, C), A 


que depende duma constante arbitrária C e que satisfaz às seguintes 
condições: 


a) satisfaz à equação ’diferencial qualquer que seja o valor 
concreto da constante C; 
i b) qualquér que seja a condição inicial y = yo quando x = x, 
isto é, (y)x=x, = Yo, pode-se determinar um valor C = C, tal que a 
função y = q (x, Co) verifica a condição inicial dada. Supõe-se, então, 
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que os valores xo € Jo pertencem ao domínio de variação das variáveis 
x e y no qual são observadas as condições do teorema de existência e 


da unicidade da solução. 


2. Procurando a solução geral duma equação diferencial, somos 
conduzidos muitas vezes a uma relação da forma 
D (z, y, C)=0, (2) 


não resolvida em y. Obtém-se a solução geral resolvendo esta relação 
em relação a y. Todavia, não é sempre possível exprimir .y a partir 
de (2') por meio de funções elementares; conserva-se a solução geral 
sob a forma implícita. Uma igualdade da forma O (x, y, C) = 0, que 
dá implicitamente a solução geral, chama-se integral geral da equação 
diferencial. 


Definição — 2. Chama-se solução particular a toda a função 
y = q (x, Co) deduzida da solução geral y = q (x, C), pondo nesta 
última C = Cə. A relação O (x,y, Co) =Q diz-se, então, um integral 
particular da equação. 
Exemplo — 1. A equação de primeira ordem 
CU] 


de z 


tem como solução geral =£; pode-se verificá-la por uma simples substituição 


na equação. i f 3 Rd 
Procuremos a solução particular que satisfaz às condições iniciais: 


yo = 1 cuando xo = 2. Substituindo estes valores na fórmula VE 
obtém-se RR , ou seja, C=2. A solução particular procurada é, pois, a 
função ME r 
T 

Sob o ponto de vista geométrico, o integral geral representa uma 
família de curvas planas que dependem dum parâmetro C. Estas curvas 
chamam-se curvas integrais da curva diferencial dada. Um integral par- 
ticular é “representado por uma curva desta família que passa por um 
dado ponto do plano. 

Assim, no exemplo considerado, o integral geral é representado 

r pa EA C . z 

geomètricamente pela família de hipérboles y = 7º integral parti- 


cular, definido pela condição inicial dada, pela hipérbole que passa pelo 
ponto Mg (2, 1). Representou-se na figura 245 as curvas da família cor- 


respondentes aos diversos valores C = Ea C=1,C=20 =), ee 
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Para facilitar os raciocínios, chamaremos no seguimento solução 
da equação não somente à função y = q (x, Co) que satisfaz à equação 
proposta, mas ainda à curva integral correspondente. Sendo assim, falar- 
-Se-à, por exemplo, da solução que passa pelo ponto (Xo, Yo). 


a A 
Nota — GY nao AM 
A equação E = 


ponto do eixo Oy (fig. 245). Tal deve-se ao facto de ò segundo membro 


não admite solução que passe pelo 


y 
t=- c= 
C=- (,C=1 


da equação ser indeterminado para x =0 e, por conseguinte, não ser 
contínua. 


Resolver ou integrar uma equação diferencial consiste em: 


a) procurar uma solução geral ou o seu integral geral (se as 
condições iniciais não forem dadas) ou 
UE b) procurar uma solução particular que satisfaça às condições 
iniciais (se as houver). 


3. Demos a interpretação geométrica das equações diferenciais 
de primeira ordem. 
Seja dada uma equação diferencial resolvida em relação à derivada: 


d 
g mI E v) (1º) 
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e seja y = ọ (x, C) a sua solução geral. Esta solução geral define a 
família das curvas integrais no plano Oxy. 
A equação (1) determina para todo o ponto M, de coordenadas 


di ; é A 
x e y, um valor da derivada z, isto é, o coeficiente angular da tan- 


gente à curva integral que passa por esse ponto. 
Por conseguinte, a equação diferencial (1°) define um conjunto 
de direcções ou, como se disse, um campo de direcções no plano Oxy. 


Fig. 246 


Do ponto de vista geométrico, a integração duma equação dife- 
rencial consiste em encontrar as curvas cuja tangente em cada ponto 


se confunde com a direcção do campo nesse ponto. 
Representou-se na figura 246 o campo de direcção definido pela 


equação diferencial 
Mi etiie Til 
REI AREA 
4, Consideremos, em seguida, o seguinte problema. 
Seja dada uma família de curvas que dependem dum parâmetro C: 
y= p(z, C) (2) 
tal que para todo o ponto do plano (ou dum domínio no .plano) 


apenas passe uma curva desta família. 
Pergunta-se: qual a equação diferencial que admite esta família 


de funções para integral geral? 
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Acha-se derivando a relação (2) em relação a x: 


Elia e 


Uma vez que apenas passa uma só curva da família para qual- 
quer ponto do plano, cada par de valores z, y define um único valor C 


na equação (2). Substituindo este valor C na relação (3) encontra-se % 
z 


como função de x e y. Obtém-se, assim, uma equação diferencial que 
é verificada para todas as funções da família (2). 


Fig. 247 


Daqui resulta que para estabelecer a ligação entre x e y e dy 


; Pn 
isto é, ‘para escrever a equação diferencial que admite para integral 
geral a fórmula (2), é preciso eliminar C nas expressões (2) e (3). 
Exemplo — 2. Encontrar a e ão di i i 
quação diferencial d 
E E al da família de parábolas 
Acha-se derivando em relação a x a equação da família 
dy 
dg UT. 
sii y Bo 
Substituindo C=- definida pela equação da família, obtém-se a equação 
diferencial dada: 
dy dy 
ED 


Esta equação tem um sentido quando x £0, i i 
aa o q oO, isto é, em todo o domínio 
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$ 4. Equações com variáveis separadas e separáveis. 
Problema da desintegração do rádio 


Consideremos uma equação diferencial da forma 
d 
T =f (d fa (0), (1) 


em que o segundo membro é o produto duma função que depende 
somente de x por uma função que depende sômente de y. Transformemo-la 
como se segue (supondo f: (y) = 0): 


1 
fa (Y) 


Supondo que a função y de x é 
conhecida, pode-se considerar (1), como a 
igualdade de dois diferenciais, e as suas 
primitivas distinguir-se-ão duma constante. 
Integrando o primeiro membro em relação 
a y e o segundo em relação a x, obtém-se: 


dy = (ed: (1º) 


1 E 
| dy = | f(x) dr +C. Fig. 248 
fa (Y) Obtivemos uma relação entre a solu- 
ção y, a variável independente x e a constante independente x e a 
constante arbitrária C, isto é, que se tem o integral geral da equação (1). 


1. A equação diferencial (1º) | 
M (x) de + N (y) dy = 0 (2) 


chama-se equação com variáveis separadas. Como se acaba de demons-. 
trar, o seu integral geral é 


f M (z)dz + § N (y)dy =C. 


Exemplo — 1. Seja a equação de variáveis separadas 


xzdx+ydy=0. 
O seu integral geral, é 22 y2 
RUE E 


O primeiro membro, não sendo negativo, implica o mesmo para o 
segundo. Designando 2C,, por C’, ter-se-á: 


q24-y2=C2, 
É a equação de uma família de circunferências concêntricas (fig. 248) 
com centro na origem das coordenadas e de raio C. 
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2. Uma equação da forma 

` M, (x) N, (y) de + M, (x) No (y) dy = 0 (3) 

chama-se equação de variáveis separáveis. Pode-se reduzir a uma equa- 

ção de variáveis separadas (*) dividindo os dois membros pela expres- 
são Ni (y) M, (x): 

MN U) g, | Mal) No (9) 


My Mio NÃ Mio TO 


ou 


Ma (x) Ni (y) 
que é uma equação do tipo (2). 


Exemplo — 2. Seja a equação 


Bua o Ay. 
Ee 
Separemos as variáveis: 
dy “us ida 
y 4 x 


Encontra-se, por integração: 
dy (az 
f y = pas 
logo, 
Log|v|=—Log|z|+Log|C | (**) ou Log | y |= Log 


Ega 
£ , 
donde se deduz a solução geral ses 

x 


Exemplo — 3. Seja a equação 
(1+2) y dr4-(1—y) £ dy=0. 
Separemos as variáveis: 
1+zx 1—y rdiid maya 
z ds +t dy=0; (+14) æ+ (2—1) dy=0 
Integrando, obtém-se: 
Log |z|+z+Log|y|—y=C ou Log|zy|+z—y=C 
que é o integral geral da equação proposta. 


(*) Estas transformações são legítimas sômente num domínio em que, 


nem N.(y) nem M.(x) se anulem. 

(**) Tendo em consideração as transformações ulteriores, designamos a 
constante arbitrária por log|C!, o que é legítimo, porque log|C| (quando 
C#0) pode tomar qualquer valor de — œ% a + 00. 
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Exemplo —4. A velocidade de desintegração do rádio é directamente 
proporcional à sua massa no instante considerado. Determinar a lei de variação 
da massa do rádio em função do tempo, sabendo que no instante t=0 a 


massa era mo. 7 
Determina-se a velocidade de desintegração como se segue. Seja m a 


massa no instante t e m + Am a massa no instante t + At. A massa desintegrada 


m 


O Z 
Fig. 249. 


no tempo At é Am. A relação ar é a velocidade média de desintegração. 


O limite desta relação quando A!> 0 
fm Am dm 
at>0 At dt 


é a velocidade de desintegração no instante t. 
Segundo as condições do problema 


dm 
Sia er (4) 


em que k é um coeficiente de proporcionalidade (k > 0). Introduzimos o sinal 
menos uma vez que a massa decresce quando o tempo cresce e que, por 
à dm 
conseguinte, <0 
A equação (4) é uma equação de variáveis separáveis. Separemos as 
variáveis: 


MR Sn 
m 


Integrando, obtém-se: 
Log m= —kt—LogC, 


donde o 
Log = —kt, 

m=Ce-ht, (5) 

Dado que a massa do rádio era mo no instante t=0, C deve satisfazer 


à relação 
mo=Ce tc, 


Substituindo o valor de C na igualdade (5), obtém-se a expressão pro- 
curada (ver fig. 249) da massa em função do tempo: 


m=moe”*t, (6) 
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à Deduz-ss o cosficiente k das observações que se seguem. Seja a% a 
fracção da massa inicial desintegrada no tempo t. Tem-se, pois, a relação 


[94 E 
(1— 50) Mo = moe ktos 


100 
donde 
(0A 
— kto = Log (1—5) 
ou 1 
[92 


Desta maneira estabeleceu-se que para a rádio k = 0,000436 (sendo a 
unidade do tempo o ano). 
Substituindo este valor de k na fórmula (6), obtém-se 


m=moe—?:000436t, 


Encontramos o período de desintegração do rádio, isto é, o lapso de 
tempo durante o qual se desintegra metade da massa inicial do rádio. Substi- 


: E i m E E 
tuindo nesta última fórmula e em vez de m, obtém-se a equação que define 


o período T procurado: 


e = moe™?: 000436, 
donde 
— 0,0004367 = — Log 2 
ou 
2 bogar mm 
T= g o00436 — 1590 anos. 


Notemos que outros problemas da física e da química igualmente con- 
duzem à equação da fórmula. (4). 


Nota— A equação diferencial de variáveis separadas mais sim- 
ples é: 


> = f (xz) ou dy=f(zx)dz. 


O seu integral geral, escreve-se 
y= f f (3) dz + C. 


Ocupamo-nos deste tipo de equação no capítulo X. 


§ 5. Equações homogéneas de primeira ordem 


Definição — 1. Diz-se que a função f(x, y) é uma função homo- 
génea de grau n em relação às variáveis x e y se se tiver para todo o À 


HAr, Ay) =A} (x, y). 
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Exemplo— 1. A função f(z, y)=Ų 234yº é homogénea e de grau 1, 
porque ' ; 


fz, Ay) = Y GF Ay) =A V + vê = (e, y). 


Exemplo — 2. f(z, y)=zy—y? é uma função homogénea do segundo 
grau, porque (Az) (Ay) — (Ay)? = 12 [xy — y?]. 
22—y? 
Exemplo — 3. (= 
(Az)? — (Ay)? 2-2 isto é, f (Az, Ap=ilz v)ou f (Az, Ay)= 


é uma função homogénea de grau zero, 


porque 


(Az) (Ay) — zy ’ 
=\0f (z, y). F; ` 3 d 
Definição —2. A equação de primeira ordem 
Yle 9) (1) 


diz-se homogénea em relação a x e y se a função f (x, y) for uma função 
homogénea de grau zero em relação a x e y. 


Resolução da equação homogénea — Tem-se, por hipótese, f (Ax, 


1 . 
ày) = f(x, y). Fazendo nesta identidade À = — , obtém-se: 


f(e, =1(1 n, 


isto é, que uma função homogénea de grau zero depende sòmente da 


relação: + À 
A equação (1) escreve-se, então, neste caso, sob a forma 
as (1 DR (1) 
dx z 
Façamos a substituição: 
mM isto é,. = uz. 
x 
Tem-se, então: P : 
y u 
= = = 
dx bar dx 


Substituindo esta expressão da derivada na equação (1), obtém-se 


u+ =i, u). 
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E uma equação de variáveis separáveis: 


d dz 
a E ti e Qt AE 
dx HA, u)—u v 
Por integração encontra-se 
| du E dz E: 
HM uwy—-u sd x 
Substituindo após integração + em u, obtém-se o integral da 


x 


equação (1º). 
Exemplo — 4. Seja a equação 


Tem-se no segundo membro uma equação homogénea de grau zero, pois 


a equação proposta é homogénea. Façamos a mudança de variáveis Z =u. 


T 
Então: 
d du 
y=us; 5t: 
du u du u3 
a que ÀS ET 
Separando as variáveis, tem-se: 
(1—u?) du * de, 4 1 atag 
TET Ri (a s 
e por integração: 
1 1 
—z Log|u|=-Log|z|+Log|C| ou — aus Log | uzC |. 
Substituindo u= a, obtém-se o integral geral da equação inicial: 
x2 
— zya —Log | Cy |. 


É impossível exprimir aqui y em função de x por meio das funções ele- 
mentares. Mas exprime-se fàcilmente x em função de y: 
z=y V=2Log|0y]. 
Nota— A equação 


M (x, y) dr +N (z, y)dy =0 


apenas será homogénea se M (x, y) < N (x, y) forem funções homo- 
géneas do mesmo grau. Daqui resulta que a relação de duas funções 
. homogéneas dum único e mesmo grau é uma função homogénea de 
grau zero. 
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Exemplo — 5. As equações 


(2x-+3y) de-+(2—2y) dy=0, 
oe a (22 + y?) dr— 22y dy =0 
sao omogeneas. 
§ 6. Equações redutíveis a equações homogéneas 


Reduzem-se a equações homogéneas as equações da forma 
dy __ ax+by+c (1) 


dz ax + biy + cy 

Se c, = c = 0, a equação (1) é, evidentemente, homogénea. Su- 
ponhamos agora que c e c, (ou um deles) não são nulos. Façamos a 
mudança de variáveis: 


=, + A, v=y +k. 
Então, 
Bda (2) 
dr dz 


Substituindo na equação (2) as expressões das quantidades x, y, 
obtém-se: 
dy axı + by, +ah+ bk+e ; (3) 
da az, + biyi + uh + bik + c 


Escolhamos h e k de maneira que verifiquem as equações 


| 
ah + bik + c = 0, 


isto é, definamos h e k de modo que seja solução do sistema de 
equações (4). 
3 Tk equação (3) torna-se, então, homogénea: 
dy, _ atı + by 
dz, ax biyi 
Resolvendo esta equação e voltando às antigas variáveis Ley 
segundo as fórmulas (2), obtém-se a solução da equação (1). 
O sistema (4) não tem solução quando 
ab 


q by F 
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: b 
isto é, quando ab, = a,b. Mas, então, a = e = à ou a, = ìa, b, = àb, 


e a equação (1) pode ser posta sob a forma 


ap SEOTU (5) 
dx A(ax+by)-+c, 
A substituição 
z=ar + by (6) 


conduz, então, a equação dada a uma equação de variáveis separáveis. 
Com efeito, 


dz dy 
EE = q + b Tr 7 
donde 
dy Ea a 
de brda. pb: (7) 


Substituindo as expressões (6) e (7) na equação (5), obtém-se 


que é uma equação de variáveis separáveis. 
O processo utilizado para integrar a equação (1) aplica-se igual- 


` 


mente à integração da equação 
a. 1( ax + by +c ) 
dx aT + by +a i 
em que f é uma função arbitrária contínua. 


Exemplo — 1. Seja a equação 


tein a EUS 
dr z —y— 1º 


Para a reduzir a uma equação homogénea façamos a substituição x = x + h; 
y =y: + k. Então, 


dy _ t1 +y +h+k—3 
dzy} m—yth—k—1 ` 
Resolvendo o sistema de duas equações 
E h+k—3=0; hk—k—1=0, 
h=2, k=1. 
Obtém-se assim a equação homogénea 
dy My 
dry t—yw 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 31 


que se resolve fazendo a substituição 


tem-se: 


e obtém-se uma equação de variáveis separáveis: 
du 1+u? 

Ca E aa . 
dz, 1—u 


Separemos as variáveis: 


t—u dz4 
CESTA RET, . 


Integrando, tem-se: 
arc tg u— Log (1+ u?) = Log z+ Log C, 
arc tg u= Log (Cz, Viu?) 


Cz, VTF u= efrcteu, 


Taa y > 
Substituindo nesta última igualdade grm vez de u, obtém-se: 


ou 


ar z 
CVaityi=e . 
Por tim, passando às variáveis x e y, obtém-se: 


—1 
ea Sa arctg = 
CVk-mty—)i=e 2, 

Exemplo —2. Não se pode fazer a substituição z=z,+h, y=y1+k 


na equação 
, 2x + Use 1 


U =m yF’ 


porque o sistema de equação que serve para definir h e k é incompatível (sendo 


o determinante ; ; dos coeficientes das variáveis nulo). 
Pode reduzir-se esta equação a uma equação de variáveis separáveis fazendo 
a substituição ; 
2x A-y=a2. 
Tem-se, então, = 7 —2 e a equação torna-se 
z—í1 
ou É A 22+5 
pe 52 +49 
2245 
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Deduz-se 7 


À ; | 
5 +yz Log[52-+9|=2-0. 


Como z =2x +y obtém-se, finalmente, a solução da equação dada sob 
a forma 


Z (2H) +55 Log|10r+5y+9]=2+0 


ou y 
10y — 52x +7 Log | 10r -+ 5y +9 |= C4, 


isto é, sob a forma implícita. 


§ 7. Equações lineares de primeira ordem 


Definição — Chama-se equação linear de primeira ordem a uma 
equação linear em relação à função desconhecida e à sua derivada. 
Escreve-se 


dy 
T +P(au= (a), (1) 
em que C (x) e Ox) são funções contínuas de x dadas (ou constantes). 


Resolução da equação linear (1) — Vamos procurar a solução da 
equação (1) sob a forma de produto de duas funções de x: 


y = u (z) v (2) (2) 


Poder-se-á tomar arbitràriamente uma destas funções; a outra 
será, então, definida por (1). 
Derivando os dois membros da igualdade (2) encontra-se: 


dy du du 
da “dr Tg 
Substituindo a expressão da derivada 2 obtida na equação (1), 
£ 
ter-se-á 
dv du 
| ua +v T +Puv=Q 
ou 
u (é + Pv BEN 3 


Escolhamos a função v de modo que se tenha 
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Separando as variáveis nesta equação diferencial em v, tem-se: 


as 
v 
Integrando, obtém-se 
— Log C, + Log v = — Í P dz 
ou 
= f P dx 
v = Ce 
Como nos basta ter uma solução qualquer não nula da equa- 
ção (4), tomaremos para função v (x): 
E f P dx 
v(x)=e Ê (5) 
em que Í P dz é uma primitiva qualquer. É evidente que v (x) + 0. 
Substituindo o valor encontrado de v(x) na equação (3), obtém-se 
tendo em atenção que aa J Pv=0): 
z 


va E = Q (0) 


ou du _ Q(x) 
dr v (x) ; 
donde Ni | QD ar me 
v (x) 


Substituindo na fórmula (2), obtém-se, finalmente: 


y=v@| |L a+c] 


v (x) 


y= vi) | LO ar + cve. ; (6) 
v (x) 

Nota — É evidente que a expressão (6) não muda se se tomar 
em vez da função v (x) definida por (5) uma função qualquer v, (x) = 


= Cu (t) 
3 
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Com efeito, obtém-se, substituindo Vi 


(x) em vez d l 
ev H Pas 
(x) [ Substituindo a expressão da função v na equação (7), obtém-se pela deter- 

inação de u, a equação 


y= Cv (2º) f O (2) (2) dz + CCv (2). 
Cv (z) du 
(2+1)? aa 


termo é uma co d 
designar simplesmente por C, e oc dq oia que se pode =l +1), 
Se se fizer pão dies ontrar a expressão (6) 
v (z) =P: (x),*a equação (6) toma a forma dê (x 1)2 Dg 
TD E 
y =v (2) Ẹ (2) + Cv (a). i ; 
É evidente que se Á + + ( ) ? i (67) Por conseguinte, o integral geral da equação dada escreve-se 


“de maneira que sej 
as DA)! 
2 J ; VE ct ) HC (z #12. 
Y=Yo quando z= z. 


„iÇ é determinado pela “equação “uu 


A família obtida é a solução geral. Qualquer que seja a condição inicial 
i Yo) em que xoz — 1, pode-se escolher senpre C de modo que a solução 
articular correspondente satisfaça à condição inicial dada. Assim, a solução 


W: » OLEOSA E Pe On "i EEA Area flicular que satisfaz à condição yo=3 para x) = 0 é definida como se segue: 
Jo = Y (zo) P (x) +,Cv (Zo); é 2 E (0+1)4 . ; y 
Exemplo — Resolver a equação kh 3 i Ey ODAJI I +e (042; 
1 3 O Heduy o 18199 ISIR 
dy 2 yi [Pe RS Eara 
Resolução — Façamos = ye feto Por conseguinte, a solução particular procurada é i- olgmoxã 
(1) O ih CERI A 
dy o i de y= eh AA, 
dz co o EY Todavia, se se toma a condição; inicial! (xo, Yo) de modo quex, = — 1, 
Substituindo a expresã 5 se pode deduzir uma solução particular que satisfaça a esta condição. 
Presão 7 na equação dada, obtém-se A A 
EE Men: Tal deve-se ao facto da função P (x)= —. PT: ser descontínua no ponto 
f = 4 E k ú 
u He Fa v 2 { = | e as condições do teorema da existência da solução não serem observadas. 
dx ' dz 41 #2 =+), i 5 
u = PRAA v) po $ 8. Equação de Bernoulli 
a inomin ,ETndid: der foda (7) > pa Batitpo sn 
ara a determinação doer nd gm obniutitady? Consideremos uma equação da forma ( ) 
| ES ARO Pi dy 
pão pe dg T P O) y = Q (2) Moi crops (1) 
isto é, E de SILITE S, eras JEY cof 
j P(x) e Q(x) são funções contínuas de x (ou constantes) e 
dv , 2dro HW | (caso contrário não se teria uma equação linear). 
ç \ =— 
donde Ep rage Rs = Rs Ra i 
. Nenta equação se conduz''o problema'sobre o movimento do corpo 
= | 92 92 sbum okn Q Logv=2 Log (v1.1) isência do meio F depender da velocidade: F = Mv + Aun. 
=(r+1)2. A equação do movimento será, então, 
dv AS x ie dv M ESA Ao n 
Ses PA iv Aù” ou T er Fes ED 
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Esta equação que se cha 7 
E ma equação de B j 
equação pela seguinte i cad pCO, redus Aura 


Dividindo tod ã 
Os os termos da equação por y”, obtém-se: 


v pi dy + Py MH Q 
dx ELOS (2) 


Façamos, em seguida, a substituição: 
o =n+I 
z= y . 
Então, 


dz E) 
LEREN A 
(—-n+-)y "DL. 


Substituindo na equação (2), obtém-se: 


d 
EHn HN P= (n H1). 


E uma equação linear. 

alculando o seu integral itui 

$ i eral 

DR ea e E g e substituindo em z a sua expres- 
i integral geral da equação de Bernoulli. 


Exemplo — Resolver a equação 


— g3y3 
-+ zy g?y?. ( ) 
esolução — Dividi 
R ç Dividindo todos os termos por y’, obtém-se: 
WRAN +zy~2 = z3, (4) 


Introduzamos a nova função z = y-2 
Tem-se, então, 


Substituindo na equação (4), obtém-se: 


l PERAE 3 
gz 7 — 273, (5) 
É uma equação linear. 


Achemos o seu integral geral: 


n dz dv du 
DS ci rr a 


Substituámos na equação (5) as expressões de e "end EE E 
O Rg 
A dv du 
P e A 


ou 
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Anulemos a expressão entre parêntesis: 


Log V= Lih 
Obtém-se, para definir u, a equação 


aa OU TA 
ee 2% 


Separemos as variáveis: 
du=—2e “ode, u=—2 f er da dC, 
Integrando por partes, vem 
u=s2%e RL Cautela 
g=uv=a2414Ce?, 


Tem-se pois o integral geral da equação dada: 


$ 1 
y= 414C ou y= 
V 1241+ Ce” 


Nota— Tal como para as equações lineares, demonstra-se que 
se pode encontrar a solução da equação de Bernoulli sob a forma de 
produto de duas funções: 

y =u (x) v (x), 


` 


onde v(x) é uma função arbitrária não nula, que satisfaz à equação 


Wa PU 00: 


$ 9. Equações de diferenciais totais 


Definição — A equação 
M (x, y) de +N (x, y) dy =0 (1) 


a-se equação de diferencais totais se, M (x, y) e N(x, y) forem 
es contínuas deriváveis tais que 


ôM oN ; (2) 


> GA ; z Ai 

e às derivadas parciais a NO sejam contínuas num certo domínio. 
y 

ciais totais — Mostremos que se o primeiro 


Integração de difere 
for um diferencial total, a condição (2) é 


membro da equação (1) 
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observada, e inversamente, se a condição (2) for observada, o primeiro 
membro da equação (1) é o diferencial total duma certa função u (x, y), 
isto é, que a equação (1) é da forma 


cujo integral geral é da forma 
u (£: y) Crea C. 


Em primeiro lugar suponhamos que o primeiro membro da 
equação (1) é o diferencial total duma certa função u (x, y), isto é, 


ðu ôu 
M (x, y) dr +N (zx, ed a R A 


então, 
ôu ôu 
M = Jz? N = öy ` (4) 
Derivando a primeira relação em ordem a y e a segunda em 
ordem a x, obtém-se: 
ôM Gu, aN 9u, 
ôy dx dy o o dy dx 


Supondo que as derivadas segundas são contínuas, tem-se 


Oy dr 


isto é, que a igualdade (2) é uma: condição necessária para que o 
primeiro membro da equação (1) seja o diferencial total duma certa 
função u(x, y). Mostremos que esta condição é também suficiente, 
isto é, que se as igualdade (2) tiverem lugar, o primeiro membro 
da equação (1) é o diferencial total duma certa função u(x, y). 
Da relação 
ou 


e ad y) 


deduz-se: 
u= | M (z, y) dr 4 ọ (y), 


em que xo é a abcissa dum ponto arbitrário no domínio de existência 
da solução. 

Integrando em relação a x, suponhamos y constante, e, por con- 
seguinte, a constante de integração é substituída aqui por uma função 
g @) de modo que seja observada a segunda relação de (4). 
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Para este efeito, derivemos (*) os dois membros da última igual- 


dade em relação a y e igualemos o resultado a N (x, y): 


= | OMi F y EN; y). 


ôy 


Xo 


oN 


oM 3 
— = — pode-se escrever: 
Mas como dy do *P 


8 


O inea eN. isto kad ee e O A ON 


ð. 


Ra 


G N (x, y) EMN (xo, y) F q (y) =N (z; y). 


Por conseguinte, q (U) =N (xo y) 
ou u 
P U) = S N (Zo y)dy + Ci 


Yo 
Consequentemente, a função u(x, y) será da forma 


y 
J 


x 7 
uS M (e, W dr +) N (zo, y) dy + Ci- 


E RRES 
P (xo, yo) representa aqui um ponto na vizinhança do qual existe 
A Os 0 


j ã ão diferencial (1). ARN S 
aee expressão a uma constante arbitrária C, obtém-se 


o integral geral da equação (1): 
x y 5 
§ M(x, y)dz + | N (zo y)dy =C. (5) 


Cc Ho 
Xo 


S z . 
$ da 
(*) O integral s M (x, y) dz depende de y. Para encontrar a deriva 


des integral em relação a y, € preciso derivar em relação ay a função sob 
t g l , à 
(a 


o sinal soma: 7 x X an, 
1N me, y) dz = TE 
xo 


xo 
i ivaçã i ral 
Isto resulta do teorema de Leibnitz sobre a, T i dum integ 
Marido em relação a um parâmetro (ver § 10, capítulo k 
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Exemplo — Seja a equação 


ir 2 
y2— 3x2 
y3 da + 7— dy=0 
certifigquemo-nos de que se tr j 
3 e ata d : 
De. a de um diferencial total. 
Srni o, y? — 3x2 
8º Ma fics ei ra ão = 

y ETR 

então, 


UMa emitia RAN Sea 
ðy ya? DE ga 


ada i a a A a y #0. O primeiro membro da equação 
função. al duma certa função u(x, y). Procuremos essa 
du 2x 


Como aS é 
GT po! tem-se 


2 
fii. | d+ =+9 U), 


em ame 2.0) é uma função de y que é preciso determinar. 
erivemos esta relação em ordem a y e tenhamos em consideração que 


du NS? 


ôy 4 
Tem-se y y 
342 à . y2— 342 
E RR (p= ` 
por conseguinte, y 
Fu ESA 1 
P USEN T a Ai 
u a 1 
bi En A AE so 
( y) y3 y +04 


§ 10. Factor integrante 
Suponhamos que o primeiro membro da equação 


o é E pas sl total. Por vezes é 
al is Ê 

a a as Sa A Ana DU aE O primeiro membro da equação 
diferencial total, A solução geral da e 
com a solução geral da equação propos 
factor integrante da equação (1). 


quação assim obtida coincide 
ta; a função q (x, y) diz-se um 
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Para encontrar um factor integrante u, procede-se como se segue; 
multipliquemos os dois membros da equação dada pelo factor integrante, 


ainda desconhecido, p: 
uM dz + uN dy=0. 


Para que esta última equação seja uma equação de diferenciais 
totais, é necessário e suficiente que se tenha: : 


(uM) _ (uN) 
ôy ôs 
isto é, 
ôM ð oN ð 
ôy Oy ô ô 
ou ainda 


E a ar 
ôy ôx Ar OE dy 


Obtém-se, calculando o quociente dos dois membros desta última 
equação por p: 


Logu  yôLogu _ ON _ 3M 


. (2) 
dy ôx ôx ôy 


M 


É evidente que qualquer p(x, y) que satisfaça a esta última 
equação é um factor integrante da equação (1). A equação (2) é uma 
equação de derivadas parciais da função desconhecida p que depende 
de duas variáveis x e y. Demonstra-se que, nas condições determinadas, 
ela possui uma infinidade de soluções e resulta que a equação (1) 
tem um factor integrante. Mas no caso geral, é mais difícil de deter- 
minar p (x, y) em (2) do que integrar a equação proposta (1). É sômente 
nestes dois casos particulares que se chega a determinar a função p (x, y). 

Suponhamos, por exemplo, que a equação (1) admite um factor 
integrante dependente sômente de y. Então, 


Logt o 
dz 


e obtém-se para u uma equação diferencial ordinária: 
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donde se determina (para uma quadratura 


que se não pode proceder assim se a expressão 


não depender de x. 


Duma maneira análoga, se a expressão Ca 
N 


de y mas sômente de x encontra-se f 


depende sômente de x. 


ƏN _ oM 
x dy 
M 


Exemplo — Resolver a equação 
(y + zy?) de— z dy =0. 
Resolução — Aqui M = y+ry2; N=—z; 


ôM 


Daí resulta que o primeiro membro da equação não é um diferencial 
total. Vejamos se esta equação admite um factor integrante, dependente sòmente 


de y. Tendo em atenção que 


y 
ôN ôM 


ƏN So, OMS 9N 
p o que 


conclui-se que de facto assim é. Achemo-lo: 


donde 


ôN ôM 
de dy —1—1—2zry SA 2 
M voy"! 
ôLogu 2. 
dy Yar. 


Log u= s2 Log Ys; soit u=- . 


Obtém-se, após multiplicação de todos os termos d ã 
5 i-se, ! a equação 
pelo factor integrante u, a equação MA rir 


1 x 
(+=) se amo 


de diferenciais totais ( 


o seu integral geral: 


ou 


oM ON 
0% 


dy 


1 


E ) . Resolvendo esta equação, encontra-se 


z z2 
F + +0=0 


) Log u e portanto p. É claro 


não depender 


acilmente o factor integrante que 
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§ 11. Envoltório duma família de curvas 


Seja. uma. equação da. forma 
D (z, y, C)=0, (4) 


em que x e y são as coordenadas cartesianas, variáveis e C um parâ- 
metro susceptível de tomar diversos valores fixos. 

Para cada valor dado do parâmetro: C, a equação (1) define uma 
certa curva no plano Oxy. Dando a C todos os valores possíveis, obte- 


y 
$ y 
EROAA 
UNSA 
0 T EG 
Fig. 250. Fig. 251. 


mos uma família de curvas dependentes dum parâmetro. Por conseguinte, 
a equação (1) é a equação duma família de curvas dependente dum 
parâmetro (ela contém somente um, parâmetro arbitrário). 


Definição — Chama-se envoltório L duma família de curvas com 
um parâmetro, a uma curva tangente em cada um dos seus pontos 
a uma curva da família (fig. 250). 


Exemplo — 1. Consideremos a família de curvas 
(r— 0} +y R2, 


em que R é uma constante e C um parâmetro. 
É a equação duma família de círculos de raio R centrados sobre o 
eixo Ox. É evidente que esta família admite como envoltório as rectas y = R, 
= — R (fig. 251). 


Equação do envoltório duma família de curvas. Seja a família 


de curvas 
D(z, y, C)=0 FEUD 


dependente -dum parâmetro C. o 
Suponhamos que esta família tem um envoltório cuja equação pode 
ser posta sob a forma y= (x), sendo «(x) uma função contínua 
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derivável. Consideremos um ponto M (x, y) do envoltório. Este ponto 
pertence também a uma certa curva da família (1). Corresponde a 
esta curva um determinado valor do parâmetro C que, para (x, y) 
dado, é definido pela equação. (1) C = C (x, y). Por conseguinte, tem-se 
para todos os pontos do envoltório a igualdade 


OD (x, y, C(x, v)=0. (2) 


Suponhamos que C (x, y) é uma função derivável não constante 
em nenhum intervalo dos valores de x, y considerados. Calculemos a 
partir da equação (2) do envoltório o coeficiente angular da tangente 
ao envoltório no ponto M (x, y). Derivemos a igualdade (2) em relação 
a x, considerando y como função de x: 


ob ôD ðC ðD OM 206 lia 
m RL (|2 (OO, 
dx oC da Oy oC dy 
ou 
7 s KOCE AIGA 
D: + Diy + De [E+£y|- . (3) 
dx Oy 


Deduz-se, em seguida, o coeficiente angular da tangente no ponto 
M (x, y) à curva da família (1) da igualdade 


D+ Oy =0 “4 
(C é constante na curva dada). 
,  Suporemos q; = 0, senão tomaríamos x como função e y como 


variável. Dado que o coeficiente angular k do envoltório é igual ao 
da curva da família, deduz-se de (3) e (4): 


"| O } 
mo [24% y]=o 


dx Oy 
Mas como para o envoltório C (x, YJ constante, 
IC 
oC + 9 y’ = 0, 
dx y 
e tem-se, pois, para os pontos desta última 
Dela, yie 0a (5) 
Por conseguinte, determina-se o envoltório pelas duas equações 
seguintes: A 
® (x, y, C)=0, l (6) 
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Inversamente, se, eliminando C destas equações, se obtém y = q (x), 
em que ọ (x) é uma função derivável e C Æ constante sobre esta curva, 
então y = ọ (x) é a equação do envoltório. 

Nota— 1. Se uma certa função y = g (x) representa o lugar 
geométrico dos pontos singulares da família (1), isto é, pontos tais que 
Di=0 e D,=0, as coordenadas destes pontos verificam igualmente 
as equações (6). a 

Com efeito, pode-se exprimir as coordenadas dos pontos singu- 
lares em função do parâmetro C que entra na equação (1): 


CRE (C); == (C): (7) 


Se se substituir ests expressões na equação (1), obtem-se uma 
identidade em C: 
© [A (C), u (C), Cl=0. 


Derivando esta identidade em relação a C, obtém-se: 
, dÀ + du A 
D — + D, — -+ Do = 0; 
IC +O, dC + De 


como se tem, qualquer que seja o ponto singular, as igualdades DE 0, 
D, =0, resulta que se tem também para estes pontos Dg = 0, 
Acabamos, pois, de demonstrar que as coordenadas dos pontos 
singulares verificam as equações (6). py 
Assim, as equações (6) definem quer o envoltório quer o lugar 
geométrico dos pontos singulares das curvas da família (1), quer uma 
combinação duma e doutra. Por conseguinte, tendo obtida uma curva 
que satisfaça às equações (6), importa fazer um estudo especial para 
determinar se a curva obtida é o envoltório, ou melhor, um lugar de 
pontos singulares. 
Exemplo — 2. Encontrar o envoltório da família dos círculos dependentes 
dum parâmetro C 
(r—C)24+y2—Rê=0. 
Resolução — Derivando obtém-se a equação da família em relação a C: 
2(2—0)=0. 
Eliminando C nestas duas equações, obtém-se: 
v2—-Rê=0 ou y=+R. 


Resulta de considerações geométricas que o par de rectas obtidas é bem 
o envoltório (e não um lugar de pontos singulares, dado que os círculos da 
família não têm pontos singulares). 


Exemplo —3. Achar o envoltório da família de rectas: 


zcosa-ty sen a—p=o0, (a) 
em que « é o parâmetro. 
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Resolução — Encontra-se derivando emrelação a a, a equação da família 


—z sena-tycosa=0. (b) 

ae pa é 3 spo œ das equações (a) e (b), multipliquemos a 

bica é , ésunda por sena e juntemo-las membro a membro. 
Z=pcosa. 


Encontra-se, substituindo esta expressão na igualdade (b): 
yir ) 
Y =P sèn &. 


emos 0 qua rado i quaçoe 
; Eley m a d os dois membros da 
; i 8.6 ações precedentes e 


É a equação de um círculo. E í É i 
£ - Este círculo é o envoltório da família d 
rectas (e não um lugar de pontos si a x A es 
TA (fig. 252) p s singulares, porque as rectas não têm sin- 


An B AE AEE aS Ao A ENUO RA BA 


Exemplo — 4 Achar o envoltório d jectóri Proj iy 
lo SAA as trajectórias dos-.projécteis 1 
por um canhão à velocidade v, sob ângulos diferentes. pgs! E os pada 
são- lançados da. origem das coordenadas; e, que as suas trajectórias ¿sę -encontram 
no plano Oxy (despreza-se a resistência do ar). a Der 


Resolução — Achemos em “primei | 
AIA ç a primeiro lugara equação da trajectória d 
projéctil lançado sob um ângulo a no sentido positivo do eixo Ox. O ia 


do “projéctil é'à sobreposição “de dois movimentos: dum' movimento úniforme de - 


velocidade” vo na direcção do lan i 

da l O Jançamento cse dum movimento de gued 
a acçãò da gravidade. A posição do projéctil M será, pois anaa Sn a 
instante 1 pelas igualdades (fig. 253): i { f $ 


T=\bot cosa, 
gt? 
o 


4 


Vo = vot Sen q — 


São as equações paramétrica jectóri 
sai 4 s da trajectória (o parâmetro | 
Eliminando tf, encontra-se a equação da trajectória bra forma: mea PO). 
ga? 


y = tte a— 5 — ; 
8 2vi cos2a * 
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Por fim, introduzindo a notação tg a= k, Ro obtém-se: 
ò 


y = kz— az? (1+ k?). (8) 


É a equação das parábolas que passam pela origem, de eixos verticais 
e de ramos virados para baixo. Obiém-se diferentes trajectórias fazendo variar k. 
A equação (8) é pois a equação duma família de parábolas com um parâmetro, 
que são as trajectórias dos projécteis lançados sob diferentes ângulos a e 


com a velocidade inicial dada (fig. 254). 


t 


Procuremos o envoltório desta família de parábolas. 
Derivando os dois membros da equação (8) em relação a k, obtém-se: 


v—ak$=:0, 
! 9 
Eliminemos k nas equações (8) e (9). Obtém-se: (3) 


- x 
= >ar. 
A: 


1 
É a equação duma parábola de vértice no ponto (0. 7) e cujo eixo é Oy. 


Não é um lugar de pontos singulares (as parábolas (8) não tem pontos 
singulares). Assim, a parábola > 

ME ATA 

“4a E 

é o envoltório da família de trajectórias. Chama-se parábola de segurança, porque 
a região que se enconíra em redor desta parábola está fora do alcance dos 


projécteis lançados: com a velocidade inicial'-vi. 


i i2 TEA AR 
Exemplo — 5. Encontrar o envoltório da família de parábolas semi- 


-cúbicas 
y3— (2— C)2=0. 


Resolução — Derivemos a equação -dada-em relação ao parâmetro C: 
Pin = 


Obtém-se eliminando o parâmetro C das duas equações 
y=: 
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O eixo Ox é o lugar geométrico dos pontos singulares (dos pontos de 
reversão de primeira espécie) (fig. 255). Com efeito, procuremos os pontos 
singulares da curva 


y3—(z—C0)?=0, 
sendo C fixo. Encontra-se derivando em relação a x e y: 
Fz=—2(z—C)=0; 
F UE YO: 


Resolvendo as três últimas equações, encontram-se as coordenadas do 
ponto singular: x =C, y= 0, por conseguinte, cada curva da família tem um 
ponto singular sobre o eixo Ox. 


Lugar geométrico dos pontos singulares T 


Fig. 255 


Os pontos singulares descrevem o eixo Ox completamente quando o 
parâmetro C varia duma maneira contínua. 


Exemplo — 6. Achar o envoltório e o lugar geométrico dos pontos 
singulares da família 


2 
(—0)}—5 (—0)}=0. (10) 
Resolução — Derivando em" ordem a C os dois membros da equação (10), 
tem-se: 
—2(y—0) +23 (2—03=0 


ou 
Cs Eco: (11) 


Eliminemos agora o parâmetro C da igualdade obtida (11) e da equa- 
ção (10) da família. Substituindo a expressão 
yv—C=(2— C)? 
na equação da família, obtém-se: 
(2—01—S (e—0)3=0 


é» 


(2—C)3 [e-0-5]=0; 
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obtém-se assim dois valores de C, aos quais correspondem duas soluções do 
problema proposto. 


Primeira resolução: Segunda resolução: 


2 
C à Ce qTe=a" 
T T P , 
deduz-se, pois, da igualdade (11): deduz-se, pois, da igualdade (11): 
2 272 
v—z— (2—2)2=0 v=s+3—[2—2+5 | =0 
ou ou 
u= t: pesto 


2 o A 
Obtivemos duas rectas y=Z e VS E A primeira recta é o lugar 


dos pontos singulares e a segunda o envoltório (fig. 256). 


Nota — 2. Demonstramos, no § 7, cap. VI, que as normais a 
uma curva eram ao mesmo tempo as tangentes à evoluta. Vê-se, pois, 


Fig. 256. Fig. 257. 
que a evoluta duma curva é o envoltório da família das normais a 


esta curva (fig. 257). 
Esta nota permite ainda indicar um método para a procura da 


evoluta: encontra-se a equação da evoluta duma curva definindo prêvia- 
mente a família das normais a essa curva, procurando depois o envol- 
tório desta família. 


4 
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§ 12. Soluções singulares das equações diferenciais 
de primeira ordem 


Suponhamos que a equação diferencial 


r(s, A U) o (1) 
tem por integral geral ` 
D(z, y, C)=0. (2) 


Suponhamos que a família de curvas integrais da equação (2) 
tem um envoltório. Mostremos que este envoltório é igualmente uma 
curva integral da equação diferencial (1). 

Com efeito, o envoltório é tangente em cada um dos seus pontos 
a uma certa curva da família, isto é, que ela tem nesse ponto uma 
tangente comum com a curva. Por conseguinte, em cada ponto do 
envoltório, as quantidades x, y, y são as mesmas para o envoltório e 
para a curva da família. 

Ora para a curva da família as quantidades x, y, y’ verificam a 
equação (1). Resulta daí que a abcissa, a ordenada e o coeficiente 
angular de cada ponto do envoltório verificam também esta mesma 
equação, o que significa que o envoltório é uma curva integral e que 
a sua equação é uma solução da equação diferencial dada. 

Mas o envoltório não sendo em regra uma curva da família, 
a sua equação não pode ser deduzida do integral geral (2), particula- 
rizando C. É uma solução singular da equação diferencial. 

Suponhamos conhecido o integral geral 


O (x, Y, C= 0; 


eliminando C desta equação e o da equação Dc (x, y, C) = 0, obtém-se 
uma equação y (x, y) = 0. Se esta função verifica a equação diferencial 
(mas não pertence à família (2). é um integral singular. 

. Notemos que passam pelo menos duas curvas integrais por cada 
ponto do integral singular, isto é, que a unicidade da solução é violada 
em cada ponto dum integral singular. 


Exemplo — Achar a solução singular da equação 
PAR. To (3) 
Resolução — Calculemos o seu integral geral. Resolvamos a equação em 


relação a y’; 
dy VE 


(des NS y 
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Separando as variáveis, tem-se 
y dy 
+ VR—yà 
Dsduz-se o integral geral por integração: 
(2—C) +y? =R. 
Vê-se que a família de curvas integrais é a família de círculos de raio R 


A 7 x é 
som centros no eixo das abcissas. O envoltório desta família de círculos 


e ectasy = == R: E . 
4 Pes > =+ R verificam a equação diferencial (*). Elas representam 


ps integrais singulares. 


et: 


§ 13. Equação de Clairaut 


Consideremos a seguinte equação 
Uyy a 
chamada equação de Clairaut. Integra-se introduzindo um parâmetro 


E ! z 
auxiliar. Façamos, com efeito, =p ; a equação (1) toma a forma 


y= eper Co): (1º) 


Derivemos todos os termos desta última equação em relação a x, 


d 7 . 
tendo em vista que p=% é uma função de x: 


pd 
p=: 4p+y P 


Apak 2) 
dz 
z -+ (p) =0. (3) 


l. A integração de (2) dá p = C (C = const.). Substituindo este 
valor de p na equação (1), encontra-se o seu integral geral 
` y=2C +9 (C) (4) 


j vista geométrico, uma família de rectas. 
ğü representa, do ponto de g E 
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2. Tiremos p da equação (3) de modo que seja função de x 
e substituamos na equação (1); tem-se 


y = zp (x) + [p (2)] (119) 


2 


que, como vamos ver, é uma solução da equação (1). 
Com efeito, encontra-se em virtude de (3): 
dy BERE | 
ar ia aa (Pl £ =p. 
Por conseguinte, obtém-se uma identidade quando se substitui a 


função (1”) na equação (1): 
zp + (p) = zp + (p). 


A solução (1) não pode sėr obtida a partir do integral geral (4) 
na equação (1), particularizando C. É uma solução singular; obtém-se 
eliminando p das equações 
y= zp + 4(p), H 
z+W(p)=0 

Ou, o que equivale o mesmo, eliminando C nas equações 
y =C + y(0); | 


Vê-se, pois, que a solução singular da equação de Clairaut é o 
envoltório da família de rectas definidas pelo integral geral (4). 


Exemplo — Achar os integrais geral e singular da equação 


é 2 
Vu) 
Resolução — Obtém-se o integral geral substituindo i por C: 
aC 
vire ` 


Para obter a solução singular, derivemos esta última equação em relação 


y=20 F 


a €: 
a 


"OTRS 


z 
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Obtém-se a solução singular (o envoltório) sob forma paramétrica (sendo 
C um parâmetro): 


fias o e on 
| aroa 
| Eu al3 

(ºC aroma: 


Eliminando o parâmetro C, acha-se a dependência entre x e y. Elevando 
cada uma destas equações separadamente à potência % e juntando membro 
a membro, obtém-se a solução singular sob a forma 


2/8 1 y?/8 = q, 
É um astroide. Todavia, o envoltório da família de rectas (e portanto 
a solução singular) não está representada pelo asteroide completamente, mas 
pela metade esquerda (porque as equações 


paramétricas do envoltório mostram que x < 0 
(fig. 258). 


§ 14. Equação de Lagrange 


Assim se chama uma equação da 
forma 


É 


yv=ap (4) +Y (4), (1) 


d 
em que y e y são funções dadas de É P 


Solução 
ý particular 


Esta equação é linear em relação 
a x e y A equação de Clairaut, exa- 
minada no parágrafo anterior, é um 
caso particular da equação de Lagrange 
quando ọ(y')= y. Tal como a equação de Clairaut, a equação de 
Lagrange integra-se introduzindo um parâmetro auxiliar p. Façamos 


y' =p; 


Fig. 258. 


a equação proposta toma, então, a forma 
y =zxọ (p) + Y (p). (1º) 


Derivando em relação a x, obtém-se 


p= (p) + [z (p) + (p)] a 


4 p— p (p) = [zp (p) + V (2. (4º) 
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Encontra-se, logo à primeira vista, certas soluções desta equação 
porque se torna numa identidade para qualquer valor constante p = po 
que verifique a condição 


Po — P (Po) = 0. 


E feit d é P GP j - 
om eleito quando p é constante, tem-se as 0 e os dois mem 
T 
bros da equação (1”) anulam-se., 
A solução correspondente a cada valor de p = po, isto “é, 2 = Po, 


é uma função linear de x (dado que a derivada é sòmente constante 
para as funções: lineares). Para encontrar esta função, basta substituir 


na igualdade (1) o valor p = po: 
y = vp(po) + Y (Po). 


Se esta solução não puder ser deduzida da solução geral parti- 
cularizando a constante arbitrária, é uma solução singular. 

Encontremos neste momento a solução geral. Para tal efeito, escre- 
vamos a equação (1”) sob a forma 


EE A EEA A 


dp  p—ọ(pP) p—e(p) 


e consideremos x como função de p. A equação obtida é, então, uma 
equação diferencial linear em relação à função x (p). 
Encontra-se, resolvendo-a, 


e='w(p, C). (2) 
Eliminando o parâmetro p das equações (1) e (2), obtém-se o 
integral geral da equação (1) sob a forma 
D(z y C)=0: 
Exemplo — Seja a equação 
y=zy" 4y"? (1) 


Façamos y'= p, obtém-se: 
u=ap2+ p. (1) 


Derivemos em ordem a x. Tem-se: 


1” 
p=p+rp+2p SE. Z 


Achemos as soluções singulares. Dado que p = p? quando p =Q e p =l, 
ter-se-á como solução as funções (ver (1⁄)): 


y=2-02+02, isto é, y =0 
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v=2-1. 


Saber-se-á se estas funções são soluções particulares ou singulares após 
ter encontrado o integral geral. Para achar o integral geral escrevamos a 
a equação (1) sob a forma 


e consideremos x como função da variável independente p. Integrando - a 
equação linear (relativamente a x) obtida, tem-se 


c2 
RÃ pia II 
a=—1+ (pi (GD 
Eliminando p nas equações (I”) e (II), obtém-se o integral geral: 
v=(C+Vz+1)2. 
A equação proposta tem por integral singular 
y=0, 


dado que esta solução não resulta da solução geral particularizando C. 
Quanto à função y=a--1, não é uma solução singular, mas uma 
solução particular; deduz da solução geral fazendo C = 0. 


8 15. Trajectórias ortogonais e isogonais 
Consideremos uma família de curvas com um parâmetro 
(x y, O)=0. 


Chamam-se trajectórias isogonais às curvas que cortam todas as 
curvas da família dada (1) sob um ângulo constante. Se se tiver um 
ângulo recto, estas curvas são, então, trajectórias ortogonais. 


Trajectórias ortogonais — Procuremos a equação das trajectórias 
ortogonais. Escrevamos a equação diferencial da família de curvas 
dada, eliminando o parâmetro C das equações 


oD OD dy _ 
dx dy de 

dy) 4 
r (z, Į, E) = (1) 


equação diferencial. 
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dy E 
q é aqui o declive da tangente no ponto M (x, y) na curva cor- 


respondente da família. Dado que a trajectória ortogonal que passa 
pelo ponto M (x, y) é perpendicular à 


Rear: 
curva correspondente, o seu declive aa 


está ligado a z pela relação (fig. 259) 


d 1 E 
e (2) 
da dyr 

dx 


Substituindo esta expressão na 
equação (1°) e omitindo o índice T, 
obtém-se uma relação entre as coorde- 
nadas dum ponto arbitrário (x, y) e o 
declive da trajectória ortogonal deste 
ponto, isto é, a equação diferencial das trajectórias ortogonais 


Fig. 259 


1 ; 


dx 
O integral geral desta equação 
DY C=O 


representa a família das trajectórias ortogonais. 

As trajectórias drtogonais encontram-se, por exemplo, quando 
se estuda o derramamento plano dum fluído. 

Consideremos o movimento plano dum fluído tal que o vector 
velocidade « (x, y) da corrente seja definido em cada ponto do plano 
Oxy. Se este vector apenas depende da posição do ponto e não do 
tempo, diz-se que o movimento é estacionário. Vamos considerar um 
tal movimento. Além disso, suporemos que existe um potencial de 
velocidades, isto é, uma função u(x, y) tal que as projecções do 
vector % (x, y) sobre os eixos de coordenadas Ve (£, Y) e v (x y) 
sejam derivadas parciais desta função em relação a x e y: is 


ou o OM 


op ts dy = r (4) 
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As curvas da família E 
u (z, y)=C (5) 


chamam-se linhas de nível ou linhas equipotenciais. 

As curvas cuja tangente em cada ponto se confunde com o 
vector v (x, y) chamam-se linhas de Corte elas materializam as 

jectórias das partículas em movimento. 

Dera de as linhas de corrente são as trajectórias ortogonais 
da família de linhas equipotenciais (fig. 260). 

Seja y o ângulo formado pelo vector velocidade V e o e 
Tem-se, em virtude das relações (4), 


ixo Ox. 


ôu (z, Y) | a |cos g; ðu (z, Y) L | y |sen q; 
ôx y 
donde se deduz o declive da tangente à linha 
de corrente 
ĝu (x, Y) 
ôy 
te p = — 
“PE quo, 1) 
(6) E 


Fig. 260. 
Obtém-se o declive da tangente à linha equipotencial derivando 
a relação (5) em relação a x: 


donde 


dy dx (1 


Por conseguinte, o declive da tangente à linha equipotencial é o 
inverso mudado de sinal do declive da tangente à linha de corrente. 

Daí resulta que as linhas equipotenciais e as linhas de corrente 
são ortogonais. 

No caso dum campo eléctrico ou dum campo SE k 
trajectórias ortogonais da família das curvas equipotenciais são as inhas 


de força do campo. 


Exemplo — 1. Achar as trajectórias ortogonais da família de parábolas 


y=Ca2, 


Resolução — Escrevamos a equação diferencial da família, 


Obtém-se eliminando C: 


Substituindo nesta igualdade y’ por PKG 
y 


, 


Fig. 261 


ou yy 
peste. x a 
O seu integral geral é 
g2 y2 
E N 


; Por conseguinte, as trajectórias ortogonais da família de parábolas dada 
ormam uma família de elipses de semi-eixos a=2C, b=CY'3 (fig. 261) 
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» obtém-se a equação diferencial 
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O tarado De o Ti RA e 


Trajectórias isogonais — Suponhamos que as trajectórias cortam 
as curvas duma dada família sob o ângulo a. Façamos tge = K. 


O declive = = tga (fig. 262) da tangente à curva da família 
L 


e o declive uti =tgy da tangente à trajectória isogonal estão ligadas 
L 


pela relação 


tgp —tga 
E a 


isto é, 
dyr ij 
ay T RR (2) 
dx 


Substituindo esta expressão na equação (1º) e omitindo o índice T, 
obtém-se a equação diferencial das trajectórias isogonais. 

Exemplo —2. Achar as trajectórias isogonais da família de rectas 

v=Cz. (8) 

Supõe-se que estas rectas são cortadas sob o ângulo a e fár-se-á tga = k. 


Resolução — Escrevamos a equação diferencial da família de rectas. Deri- 
vemos a equação (8) em relação a x: 


Obtém-se a equação diferencial das trajectórias isogonais servindo-nos da 


relação (2) dyT. | 
da E tie 
k dyr 44 E 
dz 
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Tem-se, Pois, omitindo o índice T: 


pH 
dy dis 


M 
z 


Obtém se o integral geral integrando esta equação homogénea: 


fo paer PR y 
og V22F y3 =% are tg =+ Log O, 


que é a família das trajectórias. 


(9) 


VF =p. 


Obtém-se, substituindo estas expressões em (9) 


1 
Log p=" p+LogC 
ou É 
ed 
A p=Ce*. 
. Vê-se que a f i 
logaritmícas (fig. E das 


trajectórias isogonais é composta de espirais 
16. Š x DPA 
§ 16. Equações diferenciais de ordem superior a um 
(noções gerais) 


Como indicámos mais acima 


: (ver 8 2 $ ER 
licamente uma equação diferencial 5 2). pode-se escrever simbò- 


de ordem n sob a forma 


AEE E R (1) 


P . = + 
ara Ver quais são as curvas desta família, 
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ou ainda, se se resolver em relação à derivada de ordem n, 
VEE UU N N: (1) 


No presente capítulo, apenas consideraremos equações resolúveis 
em relação à derivada de ordem mais elevada. Tem-se para estas 
equações um teorema de existência e de unicidade da solução análogo 
ao das equações de primeira ordem. 


Teorema — Se na equação 


RE a ge 


a função f(x, y, y', ... YTP) e as suas derivadas parciais em relação 
ay, o yM-D forem contínuas num certo domínio que contém os 
valores x = £o, Y= Yo, Y'= Yh. UT D= Yoh, existe uma solução e 
só uma y = y (x) da equação que verifica as condições 


Yx=xo Yo, 
AERA e Yo (2) 
nan =e 


que se chamam as condições iniciais. A demonstração deste teorema 


esta fora do alcance deste livro. 

Se se considerar uma equação de segunda ordem y” = TOS: VV: 
as condições iniciais da solução para x = Xo, serão 

Y=% Y=, 

em que xo, Yo, Yọ são números dados. O sentido geométrico destas 
condições é o seguinte: passa pelo ponto dado do plano (xo, Yo) uma 
única curva cujo declive da tangente neste ponto é yo’. Daí resulta que 
se se der diferentes valores a yo sendo fixo o ponto Xo, yo, obtém-se 
tantas curvas integrais de declives diferentes quantas passem pelo 


ponto dado. e 
Introduzamos agora a noção de solução geral de uma equação 


de ordem n. 
Definição — Chama-se solução geral de uma equação de ordem n 
a uma função 
y = q(z, Ci, Cas Ret) Cs 


dependente de n constantes arbitrárias Cs, Es sh Cital ague: 


a) verifica a equação quaisquer que sejam os valores das cons- 
tantes iC oi Cais Ca 
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b) sendo dadas as condições iniciais: 


(n— z 
y a =y a A 
+ 
se possa escolher as constantes C,, C,, «» Cn de modo que a função 
Ufa E RS CNN verifique as condições (supõe-se que os valo- 


res iniciais £o, Yo, Yor ---» yY pertencem ao domínio de existência 
da solução). 
Uma relação da forma D ERA e Conn Cn) = 0, que define 
a solução geral implicitamente, chama-se integral geral da equação 
diferencial proposta. 
Qualquer função que se deduza da solução geral, que concretiza 
ta Ci, pt Cn» é uma solução particular. A curva represen- 
iva duma solução particular é uma curva integral d ão dife- 
rencial dada. fi ae A 


Resolver (integrar) uma equação diferencial de ordem n, é: 


1) achar a solução geral (se as condições iniciais não forem dadas) 
gut 2) „encontrar a solução particular da equação que satisfaz às con- 
dições iniciais (se as houver). 


Damos, nos parágrafos seguintes, métodos d ã 
z » e resolução d f 
rentes equações de ordem n. ção de dife 


§ 17. Equação da forma y™ = f (æ) 
0 
A equação mais simples de ordem n é da forma 


y™ =f (3). (1) 


Achemos o seu integral geral. 
Integremos em relação a x os dois membros da equação. Obtém-se, 
tendo em consideração que CR dg 


DE ide EG, 


em que xo é um valor arbitrário fixo de x e C, uma constante de 
integração. 
Integremos uma vez mais: 
(oo E 


N (f F@)dz)jar +c, (2—1) +C. 
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Continuando assim, obtém-se (após n integrações) a expressão do 


integral 


( ( Ci BE E 
=Í Ela (roa... e RE, 


AP E a 
GR 


Para encontrar a solução particular que verifica as condições iniciais 


ooN o An) (m=i) 
Yx=x = Yo Yx=x = Y0; +.» PE. = Yo , 


basta fazer 
7 (n—1) 
Ca = Yo CPEE ..., Ci =U S 
Exemplo — 1. Encontrar o integral geral da equação 


y” = sen (ha) 
e a solução particular que satisfaça às condições iniciais 


Yx=0 =0, Yx=0 =4. 
Resolução. 


3 cos kz— 14 
y'= f sen ke das 0, = — F +04, 
0 
x x 
g=—S (=t) az+ GdeC 
0 0 


ou 
senkz z 
p= + Cima. 


Tal é o integral geral. Para encontrar a solução particular que satisfaça 
às condições iniciais dadas, basta determinar os valores correspondentes de 
Círe. Cz [o 
Deduz-se da condição yx-o=0 C9=0. 

Deduz-se da condição Yy=0 = 1 C=1. 

Por conseguinte, a solução particular procurada é 

sen kz 1 
=— +). 
y za t ( TAIR 

Encontram-se equações diferenciais 

de vigas. 
Exemplo — Consideremos uma viga prismática elástica que flexiona sob 
a acção de forças exteriores, tão bem repartidas como concentradas. Levemos 
o eixo Ox horizontalmente, por forma a confundir-se com o eixo da viga 
antes da sua deformação e Oy verticalmente para baixo (fig. 264). 


deste género na teoria da flexão 
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Qualquer força que aja sobre a viga (por exemplo, a carga, a reacção 
dos apoios) tem um momento em relação a uma sec:ão transversal da viga 
que é igual ao produto da força pela distância entre o ponto de aplicação 
da força e a secção considerada. A soma M (x) dos momentos de todas as 
forças aplicadas dum mesmo lado da secção da abcissa x chama-se momento 
flexionador da viga em relação à secção dada. Demonstra-se nos cursos de 
resistência de materiais que o momento flexionador duma viga é 

EJ 


ER 

+ 
onde E é o módulo de elasticidade, que depende do material, J o momento 
de inércia da secção transversal da viga em relação ao eixo horizontal que 
passa pelo centro de gravidade desta secção, R o raio de curvatura do eixo 
curvo da viga, cuja expressão é dada pela 
fórmula (§ 6, Cap. VI) 


p dy 
y: 


Por conseguinte, a equação diferencial 
do eixo curvo da viga escreve-se 


DE E) 
RIR EI 


(2) 


Fig. 264 Se se admitir que as deformações são 

3 à pequenas e que os ângulos entre as tangentes 

ao eixo da viga e o eixo Ox são pequenos, poder-se-á desprezar a quantidade 
y? que é o quadrado da pequena quantidade y' e fazer 


1 


R=—.. 


y 


A equação diferencial da viga flectida torna-se, então, 


_ M(2) 
E 


no 


(2°) 
É uma equação da forma (1). 


Exemplo — 3. Uma viga está embutida pela sua extremidade O e uma 
força P age verticalmente na extremidade L à distância 1 a partir da secção 
de encaixe (fig. 264). Desprezar-se-á o peso da viga. 

Consideremos a secção no ponto N (x). O momento de flexão em relação 
à secção N é no caso dado 


M ()=(I—a) P. 


A equação diferencial (2) transforma-se em 
P 
n 


; Condições iniciais: a deflexão v é nula quando x=0 e a tangente ao 
eixo da viga curvada confunde-se com o eixo Ox, isto é, 


Yx—0 =Q, Ya = 0: 
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a EA nã pe o E a 


Integrando, vem 


E 2 
p ADP» -5 ) 
v=55 4 (lL— zx) de= EJ (= ço 
0 
P z3 ) (3) 

E; E a e 

V=2EJ ( FNAS 
Em especial, a fórmula (3) define a flecha h na extremidade L: 

ELPIS 
h=ys=1=7F] * 


i õ i iai da ordem 
18. Alguns tipos de equações diferenciais de segun 
è 2A se sa a equações de primeira ordem 


I— Equações da forma 
dy dy i 


que não contém, explicitamente, a função desconhecida y. 


; d dy Ens 
Resolução — Designemos a derivada x Por p: jp P Ter-se-á 


= do e | ; 
E Substituindo estas expressões das derivadas na equação (1), 


obtém-se uma equação de primeira ordem 
dp 
ql (x, P), 
em que p é a função desconhecida de x. Por integração, obtém-se o 


integral geral 
p = P (z, Ci), 


depois, deduz-se da relação E = po integral geral da equação (1): 
$ z. 


y = Í p (z, Cı) d£ + C2. 


Exemplo — 1. Consideremos a equação diferencial da catenária (ver § 1) 


Façamos 
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tem-se d2y 


e obtém-se uma equação diferencial de primeira ordem em relação à função 


auxiliar p (x): 
dp 1 
Te a ARA “A 


Separemos as variáveis A 


dp cuida 
Vigo cas 


então, 


Log (P+ VIP) =2+C,, 


rh ca (SEG 
p= RE sá (at 1), 


d, é E 
Mas como p= » esta última relação é uma equação diferencial que 


contém a função desconhecida y. Obtém 


-se integrando a equação da catenária 
(ver § 1) 


x x 
—+C. {bC 
v= et He (640) om 


Achzmos a solução particular que satisfaz às condições iniciais seguintes: 
Yx=0 = 4, 
Yx—=0 =0. 


A primeira condição conduz C:=0, a segunda, C, = 0. 
Obtém-se, finalmente: 


E e 
y= > (e+e *). 
Nota — Integra-se duma maneira análoga a equação 
VP = f(x, id 
Fazendo yV} = p, obtém-se para determinar p uma equação de 
primeira ordem 
PL f(r, p). 


Determinando p em função de x, deduz-se y da relação y” = p 
(ver § 17). 
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II — Equações da forma 
(ou, Z) D 


que não contêm, explicitamente, a variável independente x. Façamos 
de novo 


u (3 
GE eo 


4 a j ã ante- 
mas consideremos agora que p é função de y (e não de x, como 
riormente). Ter-se-á 


HANAY dy : 
Substituindo na equação (2) as expressões e e Ta’ obtém-se 


uma equação de primeira ordem apoiando-se sobre a função auxiliar p: 
P =f (y, p). (4) 


Integrândo, obtém-se, p como função de y e duma constante 
arbitrária C;: 
p =P (Y, Ci). 


Substituindo esta expressão na relação (3), a A equação 
diferencial de primeira ordem relativamente à função y de x: 


W p(y Gi 
Mao: 1) 


Separando as variáveis, tem-se: 
dy 
P (y, Cı) A 
A intègração desta equação fornece o integral geral da equação 
proposta: Re 


Exemplo — 2. Encontrar o integral geral da equação 
5 


3y" =y 3. 
Resolução — Façamos p=% e consideremos p como função de y. 
3 zT 


A o - uação de primeira ordem em 
Tem-se, então, y TT e obtém-se uma equaç p 
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a ES SE 
que a função desconhecida é p: , 
5 
dy i 
Integrando esta equação, tem-se 
i TA 
P=Ci—y 8 ou p=+ ATENE 


Mas LEUN é i 
p T obtém-se, Pois, para y a equação 


dy 


Verc =dr ou 


+ l 
Cı tjs 


= Vo 


= dz, 


e obtém-se 


z+C=+ | Ba DA e 
s Vui q 


P £ 
ara calcular este integral, façamos a substituição 


ay 
Então, tem-se, Ciy 3-4(=2, 
1 
7 41 


cy? 4 


8 = (1241) 


ds a i ds 
Ciro 


Por conseguinte, 


1/3 
Sa <A EE É 
IL 


ly z A 
1 


EOR Kopt (Ciy +92). 


Finalmente, obtem-se 
1 
c+C=+ r V CA (cla 9), 


Exemplo — 3. Su 

n . onhamos 

obsa acA P que um ponto materi 

A pe uma força que depende sômente Rs uale desereve a recta Ox 
ção diferencial do movimento é PREIE Aapon 


Seja A da Me 
J x Xo Si T W para 1=0. 


Multiplique; i 
ipliquemos os dois membros da equação por ir. di i 
de O a 1. Obtém-se: Pa 


1 ATN 2A 
2. (5) va moj= È F (a) az, 
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E l iao aaa E, 


x 

2 1 

Fem (PAS ro) da | = 7 met=const 
xo 


o da última igualdade representa a energia cinética do 


O primeiro term 
lta da igualdade 


ponto material e o segundo, a sua energia potencial. Resu 
obtida que a soma das energias potencial e cinética 
é constante durante o movimento. 


Problema do pêndalo matemático. — Consi- 
deremos um ponto material de massa m que se 
move sob a acção do seu próprio peso sobre uma 
circunferência L num plano vertical. Achemos a 
equação do movimento abstraindo das forças de 
resistência (fricção, resistência do ar, eic.). 

Tomemos a origem das coordenadas no ponto 
mais baixo da circunferência e dirijamos o eixo Ox 
tangencialmente a esta última (fig. 265). 

Seja Z o raio da circunferência, s o com- 
primento da porção de arco de origem O no ponto . 
variável M onde se encontra a massa m, sendo 
este arco tomado com o sinal (s>0 se o ponto M = 
está à direita de O; s<0 se o ponto M está 
h esquerda de O). | 

Propõe-se encontrar a dependência entre s 
e o tempo 1. 

Decomponhamos a força de gravidade mg 
ñas suas componentes tangencial e normal. A pri- 
meira que é igual a — mg sen pọ, implica o movi- 
mento, a segunda é compensada pela reacção da 
massa m. 


circunferência descrita pela 


A equação do movimento escreve-se, pois, 
gès sen 
s 


Como se tem para a circunferência PST obtém-se a equação 


daN 
TED 


É uma equação diferencial do tipo II (porque não contém esplicitamente 
variável independente: t). 
Integremo-la como foi acima indicado: 
ERA dês . dp 
dE Pra BS der 
Por conseguinte, 


PLS Pa Ea 


ds: l 


p dp = — g sen £ ds, 
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logo 
p2=2gl cos T+ EA 


Designemos por s a distânci i 
RS ES pu o cia máxima do ponto M. A velocidade do 


Isto permite determinar CG. 


= 2p; So 
0=2gl Cope Ca) 
donde 
C4=—2glcos ++ 3 


Por conseguinte, 


2 
p= (5) =2gl (cos S—cos +) 


ou, i últi 
aplicando a esta última a fórmula relativa à diferença de cossenos: 


ds 2 
(37) =4gl sent sen Fo 


ou (*) na ; 
ds — 
Na Da F S+ So So—s 
Ji en — sen ir (6) 
É uma equação de variáveis separáveis. Separemos as variáveis: 
ds 2 Va 
=M gldt. 
s+s So—s (7) 
se 0 0 
Vá E A 


Suporemos 
E por momento 
fracção não se tos que s +s 


igualdade (7) 


S de modo que o denomi 
ja nulo. Se se suposer que s=0 quando +=0 A q 


Ss 

f ds va 

A sã ~~= Velt. 

© sen “ESo senos (8) 
en 2 sen z] 


E feia pe gi a cr Dendénoii entre s e t. O inte 
2 cio de função ele i 
E ç mentar. O mesmo se di 

ç e +. Consideremos o problema posto aproximadamente Se aorta 

x - Suporemos 


gulos j o 21 t 
que os ân, lo = a São pequenos Os ângulos 9 €——— não serão 


gral à esquerda não 


ai 


A S : 
(*) Tomamos o sinal mais antes do radical. 


no fim deste problema que não há lugar a examinar a a 


O caso do sinal menos. 
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superiores a + . Substituámos na equação (6) os senos pelos ângulos 
s+so So—s 


ds 
a Vel 2 a 


ou des qe E A a (66°) 
Ey Eva. 


Separemos as variáveis. Obtem-se (supondo provisòriamente que ss) 


ds g 3 
> = M — dt. (7°) 
Vs—s? l 


Suporemos de novo que s= 0 quando t = 0. Integrando esta última equa- 


ção, tem-se: A 
) aa a = VE t (87) 
VA 
ou 
di E ; 
arcsen PR Tb 
donde 
E V Es (9) 
s = sọ sen T+ 


Nota — Suposemos até agora que ss. Mas pode-se “Verificar, substi- 
tuindo directamente, que a função (9) é solução da equação (6) qualquer 
que seja t. E à Eta 

Notemos que a solução (9) é uma solução aproximada da equação (5), 
dado que substituímos a equação (6) pela equação aproximada (69. 

A igualdade (9) mostra que o ponto M (que se pode considerar como 
a extremidade do pêndulo) executa oscilações harmónicas de período 


e VA 
= 4 A 


Este período não depende da amplitude da oscilação so. 

Exemplo — 4. Problema da segunda velocidade cósmica. ; 

Determinar a velocidade a que é preciso lançar um corpo, verticalmente 
para cima para que escape à atracção terrestre. Desprezar-se-á a resistência do ar. 


esignemos as massas da terra e do corpo respectivamente 
o de Newton a força que solicita 


Resolução — D À lá 
por M e m. Em virtude da lei da atracçã 


o corpo m é 
Mem 


Pa, 


j=k 


em que r é a distância entre o centro da terra e o centro de gravidade do 


corpo lançado, e k a constante da gravitação universal. 
diferencial do movimento do corpo de massa m é 


A equação 
gar Mem: 
RRA A A TA 
ou 
grai M ) (10) 
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ção aen Rasca dao porque a aceleração é aqui negativa. A equa- 
RT a forma (2). Resolvê-la-emos tomando por condições 
para t=0 r=R, Tn 
, dt Vo. 


R é aqui o raio da : U 
dacos Terra e vo a velocidade de lançamento. Introduzamos 
dr d2r dv dv dr ao 


Ev = TE-d=—-— =— 
di BIO ta OE a 


aa 3 : 
ndo v a velocidade do movimento. Obtém-se, substituindo na equação (10): 


dv M 
E A pdv=— ME 
Integrando-se esta equação, vem 
aa kM 1 
z = HAM -+ C. (11) 


D ine: 
eterminemos Cı no caso de v = v, na superfície da Terra (r = R) 


Boig 1 
2 ea 
ou 
Eee RM lo 
R 2 
Substituámos o valor encontrado Cı na igualdade (11): 
2 
sam A MO é 
ou E 3 
Fiya kM 
3 Peso err a2) 


Ora, a velocidade do corpo deve ser constantemente positi 
se anula), pois o JM N 
É 2 >0. Como a quantidade 2 se torna arbitrâriamente 
pequena quando r cresce indefinidame je 5 
nte, a condição 2. 
ção 7 >0 terá lugar para 


todo o r sòmente se 


2 
Cris p Cl 
RR a (13) 


vo > y aa 


Tem-se, pois, para a velocidade mínima 
2kM 
Rai (14) 


ou 


vo = 
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cm? 
Rs” 


R=63:10? cm. 


em que 
k= 6,66 . 1078 


Na superfície da Terra, r =R, a aceleração da força de gravidade 


aie (s=81 =) À 
Sendo assim, deduz-se da igualdade (10) 


M 
=FR 
ou 
EER 
SEAD 
Substituindo este valor de M na fórmula (14), obtém-se: 


vo= V2gR= V2-081-63-107 ~ 11,240 Œ =11,2 = ; 


Integração gráfica das equações diferenciais 


§ 19. 
de segunda ordem 


Vejamos qual é a interpretação geométrica duma equação dife- 
rencial de segunda ordem. Seja a equação 
y" =f (2z, y, y). (1) 
Designemos por ọ o ângulo formado pela tangente à curva com 
o eixo positivo Ox; tem-se 


d 
Y tgo. (2) 


dx 


Para explicitar o sentido geométrico da derivada segunda, lem- 
bremo-nos que a fórmula do raio de curvatura duma curva num dado 


ponto (*) é Dis 
RR fo o ; 
YER N 
Donde PNTA 
PR E A 
R 


(*) Suposemos até agora que o raio de curvatura era um número 
essencialmente positivo, mas suporemos neste parágrafo que o aio de curvatura 
poderá tomar os valores tanto positivos como negativos; se a curva é con- 
vexa (y” <0), suporemos o raio de curvatura negativo (R < 0); supô-lo-emos 


positivo (R > 0) se a curva é côncava (y” > 0). 


7 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Ora 
TR EA OOA tg” p = sec? q; 
(+y =se A 
| cos? q; 
Por conseguinte, 
ye 4 
'R|cosè g] $ (3) 
Substituindo na equaçã 
ção (1) as expressõe i , 7 
iae p s obtidas para y’ e y% 
nE 
S 
EST » Y, tg q), 
ou 


1 


“Tao E 


ON do ÇA 


O que mostra que uma e à i 

: ; quação dife- 
Fig. 266 rencial de segunda ordem determina a 
grandeza do raio de curvatura da curva 


int 
egral, uma vez dadas as coordenadas do ponto e a direcção da 


tangente neste ponto. 


Daqui 
ena o Ea oT A A E ER 
EA e contínua (* A 
é o eig por arcos de círculos. ua (*) em cada ponto; a curva 

ssim, suponhamos que se deve 
n ( x x traçar a c i 
ção (1) que satisfaça às condições iniciaj 2 a curva integral da equa- 


o 
z 


Yx=x = Yo ; Ys=x, = Yo. 

a racemos . pelo Ponto Mo (xo, yo) um raio M,T, de declive y = 

e e Y, (fig. Ps es da equação (4) R=R Conside 

segmento MoCo de comprimento R a icular 

` . ~ S b 

à direcção M.T, e tracemos do ponto C tomado Pose pi ct 
sra para centro um pequeno 

Es de círculo MoM, de raio R, 

erar o segmento MoC, do lado conveni 

1 ent í 
seja convexo para cima quando R, < 0 ARARAS E Ra 
baixo quando R, > 0 (ver nota pág. 73). P 


Notemos que será preciso consi- 


* i á 
(*) Isto é que o declive é uma função contínua do arco s. 
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Seja, em seguida, um ponto M, (xı, yı) sobre o arco da curva 
construído, suficientemente vizinho de M, e seja tgp; o declive da tan- 
gente M;T, à curva no ponto M,. Deduzamos da equação (4) o valor 
R = R, correspondente a M,. Tracemos o segmento M,C, igual a Ri, 
perpendicularmente a M.T, e, de C, como centro, tracemos um arco 


Ec = 

M,M, de raio R;. Tomemos em seguida sobre este arco um ponto 
M. (xə y2), vizinho de M;,, e continuemos a nossa construção até que 
se obtenha uma porção de curva suficientemente grande formada de 
arcos de círculos. Resulta do anterior que esta curva é aproximada- 
mente uma curva integral que passa pelo ponto Mo. É evidente que a 


curva constante será tanto mais aproximada da curva integral quanto 
q, 


Poems 
mais pequenos forem os arcos MoM, MM, .. 


§ 20. Equações Lineares homogéneas. 
Definições e propriedades gerais 
Definição — 1. Uma equação diferencial de ordem n diz-se linear 
se é do primeiro grau em relação à função desconhecida y e às suas 


2 


derivadas y’, ..., yCD, y™, isto é, se ela é da forma 


ao E ar wE + Any =J); (1) 


em que ao, Oi, ..., An f(x) são funções de x dadas ou constantes 
e a, 0 qualquer que seja x no domínio de definição da equação (1). 
Suporemos, no seguimento, que as funções do, Q4, -.., Gn e f(x) são 
contínuas para todos os valores de x e que a [1 (senão bastará dividir 
todos os termos por a). A função f(x) chama-se O segundo membro 


da equação. 
Se f(x)0, a equação diz-se não homogénea ou ainda, com 
segundo membro. Se f(x) = 0, a equação escreve-se 


(n1) | 
pay PM... Fany =O (2) 

e diz-se homogénea ou sem segundo membro (o primeiro membro desta 
equação é uma função homogénea do primeiro grau em relação a y, y’, 
y” P ATS 

Estabeleçamos algumas propriedades fundamentais das equações 
lineares homogéneas, cingindo-nos às demonstrações das equações de 
segunda ordem. 

Teorema — 1. Se y e y: forem duas soluções particulares da 
equação linear homogénea de segunda ordem 


y” + ay’ + ay = 0, (3) 


Yı + yz também é solução desta equação. 
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Demonstração — Dado que yı e y, são soluções da equação pro- 
posta, tem-se 


yi + ayi + ayi = 0, | 


D é 4) 
Y2 + yo + ay = 0. l 


Substituindo a soma y, + y2 na equação (3) e tomando as iden- 
tidades (4) em consideração, ter-se-á 


(Yi + Ya)” + a (y1 + Ya) + ao (Yı + Y) = 
= (Yi + ayi + ay) + (Y3 + ay + aya) = 0 +0 = 0, 
o que demonstra que y, + y, é solução da equação. 


Teorema — 2. Se y, for solução da equação (3) e se C for uma 
constante, Cy, é também uma solução desta equação. 


Demonstração — Substituindo na equação (3) a expressão Cy, 
obtém-se: 


(Cy) + a (Cy) + as (Cy) =C (y; + ayi + ay) =C-0=0; 
e o teorema fica demonstrado. 
Definição —2. Duas soluções yı e yə de (3) dizem-se linearmente 


independentes sobre o segmento [a, b] se a sua relação não for cons- 
tante sobre este segmento, isto é, se 


A zÆ constante. 
Ja 
Senão, as soluções dizem-se linearmente dependentes. Por outras 
palavras, duas soluções y, e y, dizem-se linearmente dependentes, sobre 


o segmento [a, b], se existir uma constante à tal que y =A para 
a<x<b Tem-se, então, y, = Ao. 


Exemplo — Seja a equação y” —y=0. Verifica-se facilmente que as 
funções eV, e-X 3er, 5e-% são soluções desta equação. As funções eX ee 


se I $ es 
são linearmente independentes em todo o segmento, dado que a relação — — es 
e 


não permanece constante quando x varia. 
x AR | Jeix 
As funções eX e 3e%, essas, são linsarmente dependentes, pois za =3=const.. 
Definição — 3. Sendo y e y2 função de x, o determinante 


| 
W (yn m)=[ 2 = YY; — UU, 


Yi Y 
chama-se determinante de Wronski ou wronskien das furições dadas. 
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Teorema — 3. Se as funções yı e yz forem linearmente na 
dentes sobre o segmento [a, b], o seu wronskien é idênticamente n 


nesse segmento. | 
Con efeito, se Y = Ay, onde À = const, Y, = Ay, e 


7 yı 


yı M = r 3 
Yı Y 


yi Ay 


Yı Y2 
yi Y 


te N; 


W (Yi, Y2) = 


Teorema — 4. Se o determinante de Wronski W (yı, y2) das UE 
ções yı e y: da equação (3) não for nulo no ponto X =X do ao 
[a, b] onde os coeficientes da equação são contínuos, ele não se a 
em qualquer parte daquele segmento. 


Demonstração — Sendo yı e yə duas soluções da equação (3), 
tem-se y i 
Y2 + yz + ay = 0, Y1 + UY + 2Y = 0. 


Multiplicando os termos da primeira igualdade por yı os da 
segunda por — y e juntando, obtém-se: 


(ns — Y1 a) F 4 (Una — V192) = O. (5) 


O coeficiente de a, em (5) é o wronskien W (yı, y2) e precisamente 
W (Yi, Vo) = (Y1Y4 — YiY:). O primeiro termo é a derivada do 
wronskien: 


Wi (Yis Ya) = (YY — Vala) = YY — Yi Ye 
Por conseguinte, a igualdade (5) escreve-se 
w Ea W =0. (6) 


Achemos a solução da primeira equação que satisfaça à condição 
inicial W | „—=zọ = Wo. Encontremos, em primeiro lugar, a solução geral 
da equação (6) supondo W 0: Separando as variáveis na equação (6), 

aW 


obtém-se 7 = — 4 dx. Integrando, vem 


Log W = — ( Q dx + LogC 
ou 
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donde 
x 
— N a, dx 
| ES PR RS (7) 


Há que notar que a função (7) se pode escrever e que verifica 
a equação (6), do que se pode facilmente comprovar pela substituição 
directa desta função na equação (6). A hipótese W 0, já não é 
indispensável. A fórmula (7) chama-se fórmula de Liouville. 

Determinemos C de modo que seja verificada a condição inicial. 
Fazendo x =x, no primeiro e segundo membros da igualdade (7) 
achamos 


Wo=cC. 


Por conseguinte, a ã ifi ições ini 
» a solução que verifica as condições iniciai á 
da forma z e ci 


x 
— (ad 


(W= Woe * (7) 


Para a hipótese W, 0. Resulta, então, da i 
; ; » da igualdade (7) que 
W £0 qualquer que seja x porque a exponencial não se pode dunai 
para valores finitos da variável. O teorema está demonstrado. 


Nota — 1. Se o wronskien for nulo para um certo valor x = x, 
é, então, nulo para qualquer valor x do segmento considerado. Tal 
resulta directamente da fórmula (7): se W=0 para x =x, então 


(esp = 0; 


Por conseguinte, W =0 qualquer que sei imi 
i , eja l 
superior x na fórmula. (7). 5 ġ A e v 


Teorema — 5. Se as soluções y, e yz da equação (3) forem linear- 
or ni dim entre o segmento [a, b], o determinante de Wronski 
ormado com estas soluções não se anula em nenh 
u 
ei m ponto deste 


eor 


Suponhamos que W = 0 num certo ponto do segmento; em vir- ` 


tude do teorema 3, o wronskien será 
3 nulo em to 
segmento [a, b]: dos os pontos do 
W=0 
ou 


Vaya — YY =Q. 
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Consideremos, em primeiro lugar, os intervalos contidos no. 
segmento [a, b] nos quais y, 0. Então, 


YY —YY2 q 
yi 


EH G 
yı 


Por conseguinte, a relação F é constante em cada um dos inter- 
1 


ou 


valos mencionados 
I2 — }= const. 
yı 


Reportando-nos ao teorema de existência e da unicidade, pode-se 
demonstrar que y> = Ay; para todos os pontos do segmento [a, b], 
compreendendo aqueles em que y, =0, o que é impossível, porque, 
por hipótese, yı e yə, são linearmente independentes. Por conseguinte, 
o wronskien não se anula em nenhum ponto do segmento [a, b]. 


Teorema — 6. Se y e yz forem duas soluções linearmente inde- 
pendentes da equação (3), então, 

y = Cy + Cya (8) 
em que C, e C, são constantes arbitrárias, é a solução geral desta 
equação. 

Demonstração — Resulta do teorema 1 e 2 que a função 
Cy +C 2Y 2 


é a solução da equação (3), quaisquer que sejam as constantes C, e C}. 

Mostremos agora que, quaisquer que sejam as condições iniciais 
Yx=T) = Yo, Yx=Ty = Yo, é possível escolher valores das constantes 
C, e C, de modo que a solução particular correspondente C;y, + Czyz 


satisfaça às condições iniciais. 
Substituindo as condições iniciais na igualdade (8), tem-se 


Yo = Cio + CoY20, l} 
Yo = Cilfão + CoYoo, 


(9) 


em que se fez 
(Yi)z=xo = Į; (Yo)x=x, = Yz; 


(Yi)x=x, = Yio (You, = Voo. 
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Pode-se tirar C, e C, do sistema (9), porque o determinante deste 
sistema 


Yo Yao f A 
= Y10420 — Y10920 


r 


Yio Yz 


é o determinante de Wronski para x = xọ e não é, pois, nulo (dado 
que as soluções yı e y são linearmente independentes). A solução par- 
ticular deduzida da família (8) substituindo C, e C, pelos valores 
encontrados satisfaz às condições iniciais dadas. O teorema está 
demonstrado. 


Exemplo — 2. A equação 
pa pende 
x£ 5 y= -j 
x tae 1 LIE : 
cujos coeficientes =... d2=——a São contínuos em todo o segmento que 
não contenha o ponto x= 0, admite as soluções particulares 
1 


j1 =z, pipas 


(é fácil de verificar substituindo na equação). A solução geral é pois 
1 
y=Cyx4C» TA 


Nota — 2. Não existe método geral que permita encontrar sob 
forma finita a solução geral de uma , equação diferencial linear de 
coeficientes variáveis. Todavia, existe um tal método para as equações 
de coeficientes constantes. Será objecto do parágrafo seguinte. No que 
respeita às equações cujos coeficientes são variáveis, indicar-se-á no 
capítulo XVI «Séries», vários processos que permitem encontrar solu- 
ções aproximadas que satisfaçam às condições iniciais. 

Vamos demonstrar agora um teorema que permite encontrar a 
solução geral de uma equação diferencial de segunda ordem de coefi- 
cientes variáveis conhecido que seja uma solução particular. 

Como sucede por vezes encontrar ou advinhar directamente uma 
solução particular, este teorema pode ser muito útil em muitos casos. 


Teorema — 7. Se se conhecer uma solução particular duma equa- 
ção diferencial linear homogénea de segunda ordem, a procura da 
solução geral reduz-se às quadraturas. 


Demonstração — Seja y, uma solução particular conhecida da 


equação 
y + ay! Hay =O: 
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| 


Achemos uma outra solução particular da equação proposta tal 
que y e yz sejam linearmente independentes. A solução geral escrever- 
“se-á, então, y = C;yy + Coy, em que C, e C, são constantes arbi- 
trárias. Pode-se escrever, em virtude da fórmula (7) (ver a demonstração 
do teorema 4): 

A f e y a, dx 
Voy — Ya = Ce 


Por conseguinte, tem-se para a determinação de y, uma equação 
lincar de primeira ordem. Integremo-la como se segue. Dividamos todos 
ös termos por yj: 
ve — ei A Sds 


yi Yı 
pu 4 (e) Ee T f a “o 
da Ny Yi 
— f a, dx 
donde soies | Ce à ER e 
Yı yı 


Como procuramos uma solução particular, ter-se-á, fazendo C = 0, 
C =1: 


= Í a ds 


Y2 = yı | Fase (10) 
Yı 


É evidente que y, e y são soluções linearmente independentes, 
porque 7 const. 
A solução geral da equação proposta escreve-se, pois, 
— y a, dx 
y =C + Com | esa (11) 
Ya 
Exemplo — 3. Achar a solução geral da equação 


(1—22) y"— 227y' + 2y=0, 


Resolução — Verifica-se directamente que esta equação tem por solução 
particular y =x. Achemos uma segunda solução particular y: tal que yı 
8 y, sejam linearmente independentes. 


6 
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Lino 3 
Notando que dá a p= obtém-se, em virtude da fórmula (10): 


1-2 
e —Log (1—x2 
y= [E im f E 'dz=e [ az 


x2 x2 (1— 22) Fe 


sl 


T 


1 al 1 
i E Er a —L+5 Log 
A solução geral é pois X 
y=C,24-C, (5 2 Log 


Ts) 


§ 21. Equações lineares homogéneas de segunda ordem 
de coeficientes constantes 


Seja a equação linear homogénea de segunda ordem 


y” +py +qu=o0, (1) 


em que p e q são constantes reais. Para encontrar o integral gerl 
esta equação, basta, como demonstramos mais acima, encontrar duas 
soluções particulares linearmente independentes. 

Procuremos as soluções particulares sob a forma 


ha 
y=e, ou k=const; 
então, É a 
y =k”, y” ke, 
Substituamos estas expressões das derivadas na equação (1): 
R 
e + pk +q) =0. 
Como e'*  (), deve-se ter 
k +pk+q=0. (3) 
Por conseguinte, se k é raíz da equaçã ã 
q gui ção (3), a função et será 
sol da ão ( 7 
z paniy Eo (1). A equação (3) chama-se equação característica 


A equação característica é uma equação de segunda ordem de 
que designaremos as raízes por k, e k. Tem-se: 


Ago.» 
dardo Pi VE 5 ado P Ve 
1 9 + É q; GR OS PR 


Os três casos seguintes se podem apresentar: 


I—k ek são números reais distintos (k, = ko): 
H—k, ek são números complexos: 
HI — k e k, são números reais iguais (ki = ko). 


Examinemos cada caso separadamente. 
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I— As raízes da equação característica são reais e distintas: 
kı -a ko. 
Ter-se-á, então, para soluções particulares, 


y= p=, 


Estas soluções são linearmente independentes porque 


AM ESA 
= e "Thwe + const. 


Yı e 
O integral geral escreve-se, por conseguinte, 
y = Cie™” - Ca., 


Exemplo — 1. Seja a equação 


kx 


y" +y'— 2y =0. 
A equação característica escreve-se 
k?+ k—2=0. 


Achemos as raízes desta equação 


1 1 
Mapa enero Page ; 


kiA kg = —2. 
O integral geral é 

y = Ce” + Coe™?®, 
II — As raízes da equação característica são complexas. 
Dado que as raízes complexas são conjugadas, façamos 


kı=a + ip; bs = = ib, 


em que 
2 
P Pp 
Q = — — ; -a — — 
TE S= 
Pode-se pôr as soluções particulares sob a forma 
pero etibia, j= elmiba (4) 


São funções complexas duma variável real que verifica a equação 
diferencial (1) (ver 8 4, cap. VID. 
É evidente que se uma função complexa de variável real 


y= uma) == de (e) (5) 


verifica a equação (1), esta equação é verificada separadamente pélas 
funções u(x) e v (x). 
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Com efeito, substituamos a expressão (5) na equação (1): 


[u (2) + iv (2) + p [u (2) + iv (2)] + g[u (2) + iv (2)] =0 


ou 
(W + pu +gu) Hil + pr +g) =0. 


Mas uma função complexa apenas é nula se, e sòmente se, as 
partes real e imaginária o forem separadamente, isto é, 


u” +pu' +qu=o0, 
v + pr +gv=0. 
Acabamos de demonstrar que u(x) e v(x) são soluções da equa- 
ção proposta. 


Recopiemos as soluções complexas (4) sob a forma de soma 
das partes real e imaginária; 


Yı = e*" cos Bz + ie” sen Bz, 


Ya =“ cos Bz — jet SN py 


De acordo com o que se acaba de demonstrar, as funções reais 
seguintes serão soluções particulares da equação (1): 


A == e cosbi; (69) 


~ 


Yz = €* sen Ba, (67) 


As funções y, e Ya são linearmente independentes, porque 


VA e cos Bz 
Yz e“ sen Bz 


= cotg Ba Æ const. 


Por conseguinte, a solução geral da equação (1), no caso em 
que as raízes da equação característica forem complexas, toma a forma 


y = Ayı + Byz = 4e% cos B£ + Be”” sen Ba 
ou 


y=e(A cos Bz + B sen Ba), (7) 


em que 4 e B são constantes arbitrárias. 
Exemplo — 2. Seja a equação 
v+2y' +5y=0, 


Achar o integral geral e a solução particular que satisfaz às condições 
iniciais yx=0=0, Yx=0= 1. Construir a curva integral correspóndente. 
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Resoluções: 
1. Escrevamos a equação característica 
k24-2k+4+5=0 
e determinemos as suas raízes: a 
ky= —4 +2i, ho = --4— 2i. 
O integral geral é, pois, 
y=e*(Acos2z--B sen 2x). 


2. Achemos a solução particular que satisfaça às condições mas dadas; 
determinemos para esse efeito os correspondentes valores de 4 e B. 


Fig. 267. 


Deduz-se da primeira condição: 


0=-0 (A cos 2-0 + B sen 2-0), donde 4=0. 
Tendo em conta que 
y'=e*2B cos2z— e *Bsen 22, 
deduz-se da segunda condição: 


1 
1=2B,ou seja B=5 . 


A solução particular procurada é, pois, 
=> e-* sen 27, 
A curva está representada na figura 267. 


II — 4 equação característica admite uma raíz real dupla. 


Tem-se, então, k, = ks. j ; 
z : — ekis À 
Obtém-se uma solução particular y, = €% em virtude serao 
cínios anteriores. É preciso encontrar uma senai a tie 
linearmente independente da primeira (a função e idêntica” 
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igual a erx ão | i 
B e e não pode ser considerada como uma segunda solução 


particular). 
P ; x ; 
rocuraremos a segunda solução particular sob a forma 
Ya = u (x) e*”, 
em que u(x) é uma funçã E 
un ` 
Deano ção desconhecida que se deve determinar. 


r R1% 


Y= we" L kue" dy ku), 
Ya ue + Pequi + que" = e" (u” + 2k + kiu). 
Obtém-se, substituindo as expressões das derivadas na equação (1): 
Cf + (2h +p)u + A + py + Q)u]=0. 
é uma raíz dupla da equação característica, tem-se 

ki + pkh +q=0. 


Além disso, k, — p — p 
y so HS Soup 2 po 
É a Je para encontrar u (x), torna-se necessário resolver 
r a pac O ou u” = Q. Acha-se, integrando u = Ax + B. 
= 1, B = 0; tem-se, então, u = x. Pode-se pois, tomar 
para segunda solução a função | 


Como k, 


Yz = geriz 


Esta solução é linearmente independente da primeira, dado que 


YS 
7 = & Æ const. Tomar-se-á, pois, para integral geral, a função 


k 
Y=Ce É Cwe" = us (Ci + C22). 
Exemplo — 3. Seja a equação 
y”"—4y' + 4y =0. 


A equação característi 
AL gia pensadas terística k2 — 4k- 4=0 tem por raízes kı= k =2, O inte- 


y = C422? | Coxe2x, 


§ 22. Equações diferenciais lineares homogéneas de ordem 
n de coeficientes constantes 


Consideremo z ; : ` ; 
ordem n: S uma equação diferencial linear homogénea de 
(n) (n—1) 
BA ENT dy ASR EDER BR A ad (1) 
S 3 
JPoremos que as, q», ..., qn são constantes. Antes de indicar 


um método de resoluçã ã 
todo de ção da equação (1 iniçõ 
a Asi ad ção (1), daremos duas definições que 
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Definição — 1. \ Se se tiver para todo o x do segmento [a, b], a 
igualdade 
Pn (1) = Aspas (x) + Ap (xz) + ... + An-n- (2), 


em que Ay, Áz, ... A, são constantes, não todas nulas, diz-se que Pnr (x) 
é uma combinação linear das funções Pı (2), Pa (L), + - -» Pra (2). 

Definição — Dizem-se linearmente independentes n funções Pı (2) 
Po (2), . - -> Pn -1 (£), Pn (x)se nenhuma delas puder ser representada 
como combinação linear das outras. 

Nota —1. Resulta destas definições que se as funções Pı (x), 
Po (x), . .., Pp (x) forem linearmente dependentes, existem, então, ; 
constantes Ca, Ca, ..., Ca, não todas nulas, e tais que se tem, quaisquer 
que seja x sobre o segmento [a, b], 


Cipa (x) + Copo (x) IAM E MIR TE CnPn (x) =, 


Exemplos: 
1. As funções y=€*, yg=e?%, yz = 3e% são linearmente dependentes, por- 


1 
que se tem para C4=1, C2=0, Cy= —= a identidade 
Cae” + Coe2x = Cg3e* =0. 
2. As funções y=1, y2= z7, yz = z? são linearmente independentes, porque 
não se pode anular idênticamente a expressão 
Cyr14-Cox4Cga? 


com C4, Co, C3 não todos nulos, 


kox knx 
, 


3. As funções yı = yy=e" E. yn =€ «cos COM kg, koye e. Ens + 
arbitrários, são linearmente independentes (não demonstraremos esta proposição). 


Passemos agora à solução da equação (1). Para esta equação 
tem-se o seguinte teorema. 


Teorema — Se as funções Yı, Yz, -.., Yn forem soluções linearmente 
indepnedentes da equação (1), a sua solução geral é da forma 


y = Ciy + CY -F ... +Cayn (2) 


em que C,, Cz, ..., Cn são constantes arbitrárias. 
Se os coeficientes da equação (1) forem constantes, acha-se a 
solução geral tal como para a equação de segunda ordem. 


1 —Forma-se a equação característica 


E p akt tar ?+... +ta=0. 


em que C4, C3, 
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3— X p E 
Acham-se as raízes da equação característica 


(E aa A 


E O carácter das raízes escrevem-se as soluções 
ente independentes, partindo do que se segue: 


a) corresponde a toda a 
ticular e”; 


b) corresponde a tod 
k? = a+ ip e k?=q 
e e°™™ sen Br: 


c) corresponde a toda a raíz 
spond real k iplici 
r tantas soluções lineares independentes TA ne 


: 3 — De ácordo com 
particulares, li 


raíz real simples k, uma solução par- 


oe par de raízes complexas conjugadas 
— iĝ duas soluções particulares eº* cos Ba 


kx kx es 
Era DE Como rindo ME 
d) corresponde a todo o 
Cias À 
k' = Q + iĝ, k? = q — 
ções particulares 


© par de raízes complexas conjugadas 
iB, de ordem de multiplicidade l» 2u solu- 


ux 
Q&x 
e“ cosbz, ze cos pz, ..., qTiçrs 


bao cos Px, 


œx 
e senbz, re“ sen Br, ..., "71ers 


e9 


sen þr. 


O nú z ; 

ias nã as soluções é igual ao gráu da equação caracte- 

PA y a a ordem da equação diferencial proposta). 
q stas soluções são linearmente independentes. 


4— Tendo encontrado n solu 


Y2» ...» Yn, escreve-se a solucă 
> Yn, ução ge 
sob a forma ESTS 


ções linearmente independentes Yo 
al da equação diferencial proposta 


Y =C HCO +... T Coia 


ond ã 
e Ci Cosas Cu são constantes arbitrárias. 


Exemplo — 4. Encontrar a solução geral da equação 


| + yY —4=0, 
esolução — Formemos a equação característica 


kt—1=0. 
As raízes desta equação são 
kı=1, k= —1, k;= 
O integral geral, é póis, 
y=Cçes 4 Coe-%4+. A cos «+ Bsenz, 
A, B são constantes arbitrárias. 


[E k; = —i. 
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Nota—?2. Resulta do que precede que toda a dificuldade da 
resolução duma equação diferencial linear homogénea de coeficientes 
constantes reside na resolução da equação característica correspondente. 

§ 23. Equações lineares não homogéneas de segunda ordem 

Seja uma equação linear não homogénea de segunda ordem 

y" + ay’ + ay = Í (2). (1) 


A estrutura da solução geral da equação (1) é dada pelo teorema 


` seguinte. 


Teorema — 1. A solução geral da equação não homogénea (1) 
é a soma duma solução particular qualquer y* desta equação e da 
solução geral y da equação homogénea correspondente 


y + ay + ay =0. (2) 
Demonstração — Deve-se demonstrar que a soma 
y=y +" (3) 


é a solução geral da equação (1). Demonstremos, em primeiro lugar, 
que a função (3) é uma solução da equação (1). 

Substituamos a soma y + y* “na equação (1) em vez de y. 
Ter-se-á: 


(y yY + aly H yY H alU + y”) = Ca) 
ou 


W” ay + aa) + (+ ay" + ay”) = F (09. 5 


Sendo y solução da equação (2), a expressão do primeiro parên- 
tesis é idênticamente nula. Sendo y* uma solução da equaçção (1), 
a expressão do segundo parêntesis é igual a f(x). A igualdade (4) é 
pois uma identidade. A primeira parte do teorema está assim demonstrada. 

Mostremos agora que a expressão (3), é a solução geral da 
equação (1), isto é, que se pode escolher as constantes arbitrárias que 
ela contenha, de maneira a que sejam satisfeitas as condições iniciais: 


Yu, = Voy } (5) 


A , 
Yx=xo = Yo, 
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` quaisquer que sejam xo, Y e Yo (desde que x, seja tomado no domínio 
de continuidade das funções a,, a, e f(x). 
Tendo em atenção que se pode pôr y sob a forma 


y= Cin + Coya, 


em que y, e y são duas soluções linearmente independentes da equa- 
ção (2) e C, e C, constantes arbitrárias, pode-se recopiar a igualdade (3) 
sob a forma 


v=Cn HC +y. (3º) 
Resulta das condições (5) que (*) 

Ciro + Coyao + Vo = Vo, 

Ciro + Coyao + Vo = Vo. 


É-nos preciso deduzir C, e C, deste sistema, Recopiemo-lo sob 
a forma 


Cilho + C2Y20 = Yo — Vo l (6) 
Cayio + Cayo = Yo — Yo - 


Note-se que o determinante dos coeficientes das incógnitas C, e C, 
é o wronskien das funções y, e y, calculado no ponto x = xo. Dado 
que estas funções são linearmente independentes, por hipótese, o 
wronskien não é nulo; o sistema (6) possui, pois, uma solução bem 
determinada C, e Co, isto é, que existem constantes C, e C, tais que 
a fórmula (3) define a solução da equação (1) que satisfaz às condições 
iniciais dadas. O teorema está completamente demonstrado. 

Por conseguinte, se se conhecer a solução geral Y da equação 
sem segundo membro (2) o problema reside em encontrar uma solução 
particular qualquer y* da equação com segundo membro (1). 

Indiquemos umh método geral que permita encontrar soluções 
particulares duma equação com segundo membro. 


Método da variacão das constantes — Escrevamos a solução geral 
da equação homogénea (2): 


y=Ciy + Cayo (7) 


Vamos procurar uma solucão particular da equação não homo- 
génea (1) sob a forma (7), tendo em consideração que C, e €, são 
funções de x que é preciso determinar. 


(9) Aqui yr, Y20, Vô, Yio, Yo Vo” são valores que tomam as funções 
Y1, Y2, A Yis Va, yss para zt = zo. 
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Derivemos a igualdade (7): 
y = Cay + Coya + Cayy + Czyz 
Escolhamos as funções C, e C, de maneira que seja satisfeita a 


igualdade 3 
Ciy + Czyz: = 0. (8) 


Sendo assim, a derivada primeira y’ torna-se 
y =Ciyy + Coya 
Derivando agora esta expressão, acha-se y”: 
y” = Cay + Coys + Cas + Cys. 
Substituamos y, y’, y” na equação (1). Obtém-se: 


Ci + Coys + Ciyi + Caya + au (Cays + Cova) + 
+ a (Ciy + Coy) = Í (2) 


ou 


C, (Y4 + ayi + a91) + C2 (Y2 + tyz + Goya) + 
+ Ciyi + Coya = Í (2). 
As expressões contidas nos dois primeiros parêntesis anulam-se 


pelo facto de yı e yə serem soluções da equação homogénea. Por 
conseguinte, esta última igualdade, toma a forma 


Ciyi + Caya = Í (2). (9) 


i ã ã ão com segundo 
Assim, a função (7) é uma solução da equação e 
membro (1) visto que as funções Cı e C, satisfazem às equações (8) 


e (9), isto é, se se tiver 
Ciy +Cyp=0, Ciyi + Cays =f (2). 
Ora o determinante deste sistema é o wronskien das funções 


Ci = qı (2), 
Integrando, calcula-se: 
C= | q (x) dz + Ci; 


em que Cı e C, são constantes de integração. 


Co = qo (2). 


Co = f P2 (x) dz + Cs, 
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Substituindo as expressões de C, e Cz na igualdade (7), acha-se 


um integral dependente de duas constantes arbitrárias Cı e C, isto é 
a solução geral da equação com segundo membro (*) e 


Exemplo — Determinar a solução geral da equação 


Resolução a Determinemos oluça. e q 
as ji o gi ral da equação homogénea 


Tem-se: 


y 
y 


1 
= + Logy'=Loge+LogC; y'—Ca; 
assim, ; 


y= Cu? + Co. 


Para que esta ex ã j 
I pressão seja solução da equ i 
determinar Cı e C; como funções de x do E Ee Fo 


Ca2 -0;:1=0, . 2Ciz +C; 0 =z. 
Resolvendo este sistema, vem 


AAKI: 
Ci=5 C= E i 


e por integração: 
OESR Ea ai 
r= F On Cam EO 
Substituindo as funçõ ; 
5 S ções encontrad a 
solução geral da equação com da UR U=C4aê Cs, obtém-se a 


E EM 3 
= +0 


fes a 3 
ou y=Q;z2 Ea e Ci e O sã 
y 122 4 Co + 37» em que C1 e C2 são constantes arbitrárias. 


. 1 


Teorema — 2. Seja uma equação não homogénea 
y + my + ay=f (2) +h (z) (10) 


cujo segundo membro é a soma de d Di 
n 5 ua 
for uma solução particular da equação A a TO 


Y +H ay + ay =f (a) rent) 


* i a E 
(*) se fizer C, = 0, = 0, obtém-se uma 


Pl e solução particular da 
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e ye uma solução particular da equação 
y” + ay + ay = fo (2), (12) 
yı +yz é uma solução particular (*) da equação (10). 


Demonstração — Substituindo a expressão yı + yz na equação (10), 
obtém-se: 

(Yi + Y2)" + a (Y1 + Va)! + Ga (Ya Vo) — fi (x) + fa (2) 
ou 


(ur am tay) + (gi Hani Hay) = (fo (13) 


Resulta das igualdades (11) e (12) que (13) é uma identidade. 
O teorema está ‘demonstrado. 


§ 24. Equações lineares não homogéneas de segunda ordem 
de coeficientes constantes 

Seja a equação diferencial 

y" + py + gy = f (2), (1) 
m que p e q são números reais. 

Indicou-se no parágrafo anterior um método geral de procura 
ilas soluções das equações não homogéneas. Quando a equação é de 
poeficientes constantes, por vezes é mais simples encontrar uma solução 
particular sem integração. Consideremos tipos de equações (1) às quais 
se aplica esta nota. 

I— Suponhamos que o segundo membro da equação (1) é o 
produto dum exponencial por um polinómio: 

fa) =P, (2) ES, (2) 
em que P (x) é um polinómio do grau n. Os casos seguintes podem-se 
apresentar: 

a) O número «a não é uma raíz da equação característica 


k +pk+g=0. 
É preciso, então, procurar a solução particular sob a forma 
y*= (Am + ATE... H An) E = Q, (2) e. (3> 
Com efeito, substituindo y* na equação (1) e simplificando por 
e%x, ter-se-á 
QU (a) + (20 + p) Qh (2) + (02 + pa + 9) Qn (2) = Pr (2). (4 


(*) É evidente que este teorema subsiste para um número arbitrário de 
termos no segundo membro. 
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Qn (x) é um polinómio de grau n, Q; (z) e Q% (x) são, respec- 
tivamente, polinómios de graus n— 1 e n—?2. Tem-se, pois, dum 
lado e doutro da igualdade polinómios de grau n. Igualando os coefi- 
cientes das mesmas potências de x (o número de coeficientes des- 
conhecidos é igual a n + 1), obtém-se um sistema de n + 1 equações 
para a determinação dos coeficientes Ao wine Aa RR Aa: 

b) a é uma raíz simples da equação característica. 

Se se procurasse, então, uma solução particular sob a forma (3), 
obter-se-ia no primeiro meinbro da igualdade (4) um polinómio de 
grau n— l, dado que o coeficiente de Q, (x), quer o? + pa +q, é 
nulo e que Q, (z)e Q; (x) são polinómios de graus inferiores a n. 

Por conseguinte, a igualdade (4) não poderia ser uma identidade 
qualquer: que seja a escolha das constantes Ao, Am An se An 

Então, no caso considerado, procurar-se-á a solução particular 
sob a forma de polinómio de grau n+ 1 privado do seu termo cons- 
tante (porque este último desaparece após a derivação) (*): 


* = Qn (2) es, 


c) a é uma raíz dupla da equação característica. O grau do 
polinómio baixa, então, de duas unidades quando se substitui a função 
n (x) e=* na equação diferencial. Com efeito, sendo a uma raíz da 
equação característica, a? + ap + q = 0; além disso, sendo « raíz dupla, 
tem-se 2a = — p (sabe-se, efectivamente, que a soma das raízes da 
equação do segundo grau escrita acima é igual ao coeficiente do 
termo do primeiro grau tomado com o sinal menos). Assim, 2e + p = 0. 
Resta, pois, no primeiro membro da igualdade (4) Qn (x), isto é, 
um polinómio de grau n—2. Para que o resultado da substituição 
seja um polinómio de grau n, torna-se necessário procurar uma solução 
particular sob a forma de produto de ee por um polinómio de 
de grau n+2. A constante e o termo do primeiro grau deste poli- 
nómio desaparecem então, após derivação e poder-se-á omitir na 
solução particular. 
Assim, quando a é uma raíz dupla da equação característica, 
procurar-se-á uma solução particular sob a forma 


Y= L O (a ets. 
Exemplo — 1. Achar a solução geral da equação 


Wide dp 
Resolução — A solução geral da equação homogénea correspondente é 


y=04e-*+Cge-3%, 


(*) Notemos' que todos os resultados acima são válidos quando a é 
um número complexo (isto resulta das regras de derivação da função ema, 
dado que m é um número complexo arbitrário; ver § 4, Cap. VII). 


J: 
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< z = é 4 0x 
Como o segundo membro da equação não homogénea é da forma ze 


(isto é, da forma P,(x)elX) e não sendo O raíz da equação característica 
, 


k2 4k-+3=0, procuraremos uma solução particular sob a forma y* = Q; (2) elx, 
isto é, que faremos 
y* = AoT + Aje 


Substituamos esta expressão na equação proposta. Tem-se: 
440+ 3 (for 4-41) =. 
Deduz, igualando os coeficientes das mesmas potências de x dum e 


doutro lado da igualdade: 
349=1, 4404+341 =0, 


donde 
1 4 
do=5 Ag a 
Por conseguinte, as 4 
y Que gre 


A solução geral y=y -+ y* será 
y = C47% -} Cast gii í 
Exemplo — 2. Achar a solução geral da equação 
y" +9y = (2241) 3x, 
Resolução — Encontra-se fàcilmente a solução geral da equação 
y =C; cos 3z + C3 sen 3z. 
O segundo membro da equação dada (z2?-+ 4) e3% é da forma 
Po (x) e3%, 
Como o coeficiente 3 no expoznte não é uma raíz da equação caracte- 
rística, procuramos uma solução particular sob a forma 
y* =Q (x) e8% ou yt=(A272-+Bz4-C) ess, 
Substituamos esta expressão na equação diferencial: 
[9 (422-+ Bz -+ C)+ 6 (242 +4-B) +24+49 (424 Br4-0)] e3X = (221.1) e3%, 
Simplificando por e3% e igualando os coeficientes das mesmas potências 


de x, obtém-se: 
184=1, 124418B=0, 24-Ł6B+18C=1, 


Em a 2 A solução particular é, pois, 
donde, A=785 B=—5» G Tê ç 
1 4 5 
Bs [gli —p)l— | 09% 
x =[ 13º Tb Seja 


e a solução geral i É E 
y = C4 cos 3z -- Co sen 3z + (5-a ta) esr, 
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Exemplo — 3. Resolver a equação 
Y”—Ty’ + 6y = (1—2) ex, 


Resolução — Aqui o segundo membro é da forma Pi(x)el:x, em que 


o 1 do expoente é um íz si ; 
i a raíz simples do polinómi ísti 
; E g o caracte 

pois, uma solução particular sob a forma tístico. Procuraremos, 


y* = 1Q; (£) e® ou y* =z (Azx+-B)ex; 
Substituindo esta expresão na equação, tem-se: 
[(4272 + Bz) + (442 + 2B)4+24—7 (4x2 + Br) — 


—7 
ou ainda (Art B) +6 (4x2 + Bz)] e® = (1—2) ex, 


(—10Ar—5B +24) e® = (x —2) ex, 
Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, vem 
E — 104=1, — 5B+24=—9, 
donde “des ud np O i 
onde 10º B=. Tem-se, pois, para solução particular 
1 9 
aE, (E Eita Pa 
4 z( Tia 


e a solução geral escreve-se 


y = Ceb L Coet L g ( -p7tg) ex, 
II — Suponhamos o segundo membro da forma 
Í (2) = P (x) e“ cosBa + Q (x) e sen Be, (9) 


onde R e Q(x) são polinómios. 
dA e examinar este caso como o anterior passando as funções 
icas a exponenciais. Substituamos cos Bx e sen 8x pelas suas 


expressões exponenciais dad Ó 
oa a adas pelas fórmulas de Euler erg 5, 


iBa —iBx 


E pe ap 


2 2i 
ou 


ra=|tro E qi | aeres y 


1 1 
+ |+? (2) M. EE Q E] EU iR (6) 


Tem-se nos parêntesis rect 
grau mais elevado de P (x) ou d 
foi posto sob a forma do caso I 


os polinómios cujo grau é i 
T gual ao 
e Q (x). Vê-se que o segundo membro 


. 
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Mostra-se (não o demonstraremos) que se podem encontrar solu- 
ções particulares que não contenham quantidades complexas. Por 
conseguinte, quando o segundo membro da equação (1) é da forma 


fa, = P (2) E cos Bz + Q (x) sen pa, (7) 
sendo P(x) e Q (x) polinómios, determina-se como se segue, a forma 
da solução particular: < 

a) se a +iß não é raíz da equação característica, é preciso 
procurar uma solução particular da equação (1) sob a forma 
y* = U (x) e“ cos px + V (x) “sen pa, (8) 
sendo U (x) e V (x) polinómios cuja grau é igual ao grau mais elevado 
de P (x) ou de Q (x); 
b) se æa +iß é raíz da equação característica, tomar-se-á uma 
solução particular sob a forma 
y* = x [U (x) e“ cos Bx + V (x) e sen pa]. (9) 


Para evitar possíveis erros, notemos que as formas indicadas das 
soluções particulares (8) e (9) são evidentemente conservadas também 
no caso em que o segundo membro da equação (1), um dos polinó- 
mios P (x) e Q (x) é um polinómio idênticamente nulo, isto é, quando 


o segundo membro é da forma 
P (x) e% cosp ou Q (x) e™™ sèn pa. 


Consideremos, em seguida, um caso particular importante. Supo- 
nhamos que o segundo membro duma equação linear de segunda 
ordem é da forma 


f(x) = M cos Pz + N sen Bz, (7º) 
em que M e N são constantes. 


a) Se Bi não é raíz da equação característica, procurar-se-á uma 
solução particular sob a forma 


y* = A cos pz + B sen pa. (8°) 
b) Se Bi é raíz da equação característica, procurar-se-á uma 
solução particular sob a forma 
y* = x (A cos bx + B sen Pa). (99 
Notemos que a função (7) é um caso particular da função (7) 
(P(x) =M, O(x) =N, «=0); as funções (8) e (9) são casos par- 
ticulares das funções (8) e (9). 
7 
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Exemplo — 4. Determinar o integral geral da equação linear não 
homogénea 
y" + 2y'+5y=2 cos z. 


Resolução — A equação característica k2-/-2k--5-=-0 tem por raízes 
hi=—1+2i, k= —1— 2i. O integral geral da equação homogénea correspon- 
dente escreve-se pois 

y= ex (C4 cos 2x4 Cg sen 22). 


Procuremos uma solução, particular da equação com segundo membro 


sob a forma 
y* = A cos x+ B sen z, 


sendo 4 e B constantes a determinar. 
Substituamos y* na equação proposta. Tem-se 
— A cos r— B sèn 7-442 (— A sen z+ B cos z)+5 (A cos x+ B sen x) =2 cos z. - 


Igualando os coeficientes de cosx e de sen x, obtém-se duas equações para 
determinar 4 e B: 


—A+2B+54=2; —B—24+5B=0, 


2 1 
donde d=5, B== . 


A solução geral da equação proposta y= y + yt, é 
y=e*(Cy cos 2x- Co sen 2x) +E cos + sen z. 
Exemplo — 5. Resolver a equação 
y” + 4y = cos 2x., 


Resolução — As raízes da equação característica são k= 2i, ko = —2i ; 
a solução geral da equação homogenea é, pois, 


y= Cy cos 2r- Co sen 2z. 
Procuremos uma solução particular da equação com segundo membro 
sob a forma y*= z (A cos 22+ B sen 2z). 
Tem-se: y*' = 2z (— A sen 2s + B cos 22) + (A cos 2z -+ B sen 22) 
y*" = — 4z (— A cos 2r— B sen 2z) -+4 (— Asen 2: + B cos 22). 
Substituamos estas expressões na equação proposta e igualemos os coefi- 
cientes de cos 2x e sen 2x; obtém-se um sistema de equações para a determinação 
de 4 e B: 
1 
4B=1; —44=0, donde A=0, B=7. 
O integral geral da equação dada é, pois, 
y = C4 cos 2z + C3 sendo + 7a sen 22. sen 


Exemplo — 6. Resolver a equação 
y” — y =3e2* cos x, 
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Resolução — O segundo membro da equação é da forma 
f (£) = e?® (M cos 1+ N sen z) 
com M =3, N=0. A equação característica k2—14=-0 tem como raízes TE 
8 ky= —1.A solução geral da equação homogénea é 
y=04e” + Cge. 
Como «-HiB=2--i.1, não é raíz da equação característica, procurar-se-á 
uma solução particular sob a Iorma 
y* = e?" (A cos z- B sen z). 
Substituindo. esta expressão na equação, obtém-se, após reduçãodos termos 
semelhantes, 
(24 +4B) eX cosz+(—4A+2B) e?® sen z= 3e2% cos x. 
Igualando os coeficientes de cosx e senx, vem 
24+4B=3, —4A-+2B=0, 


donde 4= + 3 Bases, A solução particular é, pois, 


10º 5 
y* = e2% (5 cos z4+È sen z) A 
e a solução geral 


v=C,e*+Coé-* + e2% (5 cos z- = sen z) E 
§ 25. Equações lineares não homogéneas de ordem n 
Seja a equação 
vp app any=T (o), (1) 


em que dı, a», ..., An, f(x) são funções contínuas de x (ou constantes). 
Suponhamos que se conhece a solução geral 


y = Ciy + CY + ... +Cayn (2) 
da equação sem segundo membro 
VP Hay? Lage BA... H any =. (3) 


Tal.como para a equação de segunda ordem, tem-se o teorema 
seguinte. 


Teorema — Se véa solução geral da equação homogénea (3) 
e y* uma solução particular da equação não homogénea (1), 


Y=y+y 


f à solução geral da equação completa. 
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g Por “conseguinte, tal como para a equação de segunda ordem 
a integração da equação (1) resume-se na procura duma solução par- 
ticular da equação com segundo membro. 

Tal como para a equação de segunda ordem, pode-se achar uma 
solução particular da equação (1) pelo método da variação das constantes 
supondo que em (2) Ci, Co .. ., Cn sejam funções de x. 

Formemos o sistema de equações (comparar § 23): 


Ch + Cola ar paga AC =0, 


r (n—2) r (n—2) v (n= 
Cn + Cu +... + Cia 2 0, 
r (n—1) "u (n—1) 7 == 
Cn TEC DE... CD = f (a). 
Este sistema de equações de incógni ENC 
y e gnitas C Ci, ..., Ch, tem uma 
solução bem determinada. (O determinante dos oeliciuntes C E: 
AOL RE 


Cn é o determinante de Wronski das soluções particulares y1, Y, y 
200» Yn 


da equação homogénea 5 : E 
o e » que se supõem linearmente independentes; 
não é, pois, nulo.) pendentes; 


o p: sistema (4) pode, pois, ser resolvido em relação às funções 
1 Ces «.., Ch Integremo-las, uma vez encontradas: 


Ee odor aR CAs 
Ci = VC dr + Cp, 


onde C,, OS ERA Es são constantes de integração. 
Mostremos que a expressão 
y“ = Ciy + Com +- -+H Chyn (5) 


é a solução geral da equação completa (1). 


Derivemos a expressão (5) n veze 
i s tendo em conta, de 
as igualdades (4); ter-se-á, então: j BoE. 


Y“ = CiY1 + Com + CY do. + Cy 

y” = Cah + Caya + Cays +. -+ + Cnt 
Gu) ~ (n— LST tas 
ya 1 = Cy ETEESI rar Eai + Gay E 
y* (nE Ciy{®™® Coy {™ eris + Cry TIL) 


Multipliquemos a primeira equação por a,,a segunda por q, -4,. 
a penúltima por a, e juntemos. Obtém-se 


Pia Er Rus D di aa dy S= f (2y: 
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dado que Y1, Y2, - - -» Yn São soluções particulares da equação homo- 
pénea e que, por conseguinte, as somas obtidas, juntando entre si os 
termos duma mesma coluna, são nulas. 

Por conseguinte, a função y*= Ciy + ... 4 Ciy,onde Ci, s 
C„ são funções de x determinadas pelas equações (4)) é uma solução 
da equação não homogénea (1), e como contém n constantes arbi- 
trárias C1, Ca... Cn, é à solução geral. 

A proposição está assim demonstrada. 

Por vezes, é mais fácil encontrar soluções particulares duma equa- 
ção não homogénea de ordem n de coeficientes constantes (confrontar 
5 24). Assim é quando: 

I — Suponhamos que o segundo membro da equação diferencial 
é da forma f(x) =P (x) e%, sendo P (x) um polinómio em x; 
convém distinguir dois casos: 

a) se « não é raíz da equação característica, procurar-se-á uma 
solução particular sob a forma 


yt = Q (2) e”, 
em que Q(x) é um polinómio do mesmo grau que P (x), mas com 
coeficientes indeterminados; $ 


b) se a é raíz de ordem de multiplicidade p da equação caracte- 
rística, procurar-se-á uma solução particular da equação com segundo 
membro sob a forma 


yr = "Q (0) e, 


sendo Q (x) um polinómio do mesmo grau que P (x). 
II — Suponhamos o segundo membro da forma 
f(x) = M cos pz + N sen pz, 
onde M e N são constantes. Determina-se, então, a solução particular 
como se segue: 
a) se Bi não é raíz da equação característica, a solução particular 


é da forma 
qu -==A cos pa dE B sen px, 


em que 4 e B são coeficientes constantes indeterminados; 
b) se Bi é raíz de multiplicidade p da equação característica, 
tem-se 
— y* = 2" (A cos pz + B sen Ba. 
TII — Seja 
f (2) = P (z2) e cos pa + Q (x) e“ sen Ba, 
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„em que P(x) e Q(x) são polinómios em x. Tem-se: 


a) Se a+ Ļßi não é raíz de ordem de multiplicidade u da 
equação característica, procura-se uma solução particular sob a forma 


y* = U (x) e*™™ cos Bz + V (x) e sen Br, 


em que U (x) e V (x) são polinómios cujo grau é igual ao grau mais 
elevado de P(x) e de Q (x). 


b) Se a+ ßi é raíz de ordem de multiplicidade p da equação 
característica, procura-se uma solução particular sob a forma 


y* = 2" [U (2) ecos + V (x) e% sen pa], 

em que U (x) e V (x) têm o mesmo significado que para o caso a). 

Nota geral para os casos II e Ill — Se o segundo membro da 
equação contiver sômente cos 8x ou sen x, será preciso quando muito, 
procurar uma solução sob a forma indicada, isto é, com um seno ou 
um cosseno. Noutros termos, pelo facto do segundo membro não 
conter cos 8x ou sen 8x não resulta, de forma alguma, que a solução 
particular não contenha estas funções. Pode-se comprovar isso mesmo, 


considerando os exemplos 4, 5 e 6 do parágrafo anterior e ver-se-á 
no exemplo 2 deste parágrafo. 


Exemplo — 1. Determinar a solução geral da equação 
yY—y=r3 41. 
Resolução — A equação característica k*t — 1 =0 tem como raízes 
kı=1, ho=—1, kg=i, k= —i. ; 
Achemos a solução geral da equação homogénea (ver exemplo 4, § 22): 
Y =C1e” + Cze +C; cos r40, sen z, 
Tomar-se-4 uma solução particular da equação completa sob a forma 
y* = AoT? + A122 + Aor + As. 


Derivemos y* quatro vezes e substituamos as expressões obtidas na equação 
dada. Obtém-se: 
— Aoz? — Aju? — Aor — Az = 13+ 1. 


Igualemos os coeficientes das mesmas potências de x. Tem-se: 


— Ag=1; — A,=0; — Ag=0; —Ag=1. 
Por conseguinte, 
y* = — 031, 
Encontra-se o integral geral da equação completa sob a forma 
y=y+y*, ou sejá 
yv=Ce* 1 Coe*X1CacoszfC,senz-—g3-—4, 
Exemplo — 2. Resolver a equação 


VN —-y=5 cos z. 
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Resolução — A equação característica k4-—1=0 tem por raízes ky= 1? 
k= — 1, kg=i, k= —i. À solução geral da equação homogénea é, pois, 


y=C,e*+C,e*+Cacosz+C,sen x. 


z 


O segundo membro da equação proposta é da forma 


f (x)=M cosz+N sen gz, 
com M =5, N=0. 3 ra 
Como i é uma raíz simples da equação característica, procura-se uma 
solução particular sob a forma 


y* =z (Acos z+ B sen x). 
Substituindo esta expressão na equação, obtém-se: 


4A sen z —4B cos z =5 cos x, 
donde 


44=0, — 4B =5 


A solução particular da equação diferencial proposta é, pois, 4=0, B= 
5 
Ta 5 
4 y*= RAS sen x 
e a solução geral 


y =C4e® Ce% + C3 cos r+C, senz— 3 x sent, 


§ 26. Equação diferencial das oscilações mecânicas 


O objecto deste parágrafo e dos parágrafos seguintes é o estudo 
dum problema de mecânica por meio de equações diferenciais lineares. 


Consideremos uma massa Q colo- 
cada sobre uma mola em espiral (fig. 268). 
Seja y o desvio desta massa a partir 
da sua posição de equilíbrio. O desvio 
para baixo será considerado como posi- 
tivo, o desvio para cima será negativo. 
Na posição de equilíbrio a força de 
gravidade que age sobre a massa é 
compensada pela elasticidade da mola. 
Suponhamos que a força de chamada 


Sm / 
n A Posição de 
— = —— m mmj i 


equilibrio 


é proporcional ao desvio, isto é, que A 
se exprime por — ky em que k é uma 
dada constantes chamada «Rigidez» da Fig. 268 


mola (*). 


Suponhamos que se opõe ao movimento da massa Q uma força 
de resistência proporcional à velocidade do movimento em relação ao 


2 


(*) Uma mola cuja força de chamada é proporcional à deformação 
diz-se «característica linear». 
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ponto mais baixo da mola isto é, uma força —Av — es em que 


ne at” 
à = const. > 0 (um amortecedor). 


Escrevamos a equação diferenci i : 
: al do movimento. E 
- segunda lei de Newton o. Em virtude da 


dy sdy, 
Q CA dt (1) 


a e A são números positivos). Obtivemos uma expressão diferencial 
inear homógenea de segunda ordem de coeficientes constantes. 
Escrevamo-la sob a forma 


UEUN = 0, , 
qÊ +p E + qy (1º) 
com 
rap teia do 
Gi Q 


Além disso, suponhamos que o ponto inferior da mola efectua 
um movimento vertical que obedece à lei z = ọ (t). Tal é o caso se 
a mola estiver fixada pela sua extremidade inferior a um rolo, des- 
crevendo um contorno dado (fig. 269). 


Fig. 269 


A força de chamada. será então, não — ky mas —k ly + q (l, 


a força de resistência será — PA tur 
equação (1) À ly" + q” (t)] e, obtém-se, em vez da 


dy dy A 
ou 
dy dy HA ; 
A UO; (2) 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 105 


onde se faz 


o ora ni OE 


Q 


Obtivemos uma equação diferencial de segunda ordem com 


segundo membro. 
A equação (1”) chama-se equação das oscilações livres, a equa- 
ção (27) é a das oscilações forçadas. 


§ 27. Oscilações livres 
Consideremos, em primeiro lugar, a equação das oscilações livres 
Upa equi = O; 
Escrevamos a correspondente equação característica 


k +pk+qg=0 
e achemos as raízes: 


2 2 
P y P P P 
h=—— Lg b=—=> — Em pi 
1 9 T A q 2 3 7 
2 
1. Seja E > q. As raízes k e k são, então, números reais 
negativos. A solução geral exprime-se por exponenciais: 
y=0," 4C (ly <O, ka <0). (1) 


Resulta desta fórmula que a distensão y tende assintòticamente para 
zero quando ź—> co, quaisquer que sejam as condições iniciais. Não 
há oscilação no caso dado, porque a força de travagem é grande em 
relação ao coeficiente de rigidez da mola k. 


4 
A solução geral escreve-se, pois: 
p p pt 


2 
2. Seja P = ; tem-se, então, uma raíz dupla kı= k, = — id 
q 2 7 


= Ses -> 

v=Ce * Cte * =(Cit ate `. (2) 

Aí ainda a distensão tende para zero quando t> co, mas menos 
depressa do que no caso anterior (dado o factor C, + Cat). 


3. Seja p=0, isto é, que se supõe a ausência de travagem. 
A equação característica escreve-se 


k” +q=0, 


` 106 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
e tem por raízes k, = Bi, k, = —pi, com B = V q. A solução geral é 
y = Cı cos Bt + C, sen pt. (3) 


Substituamos nesta fórmula as constantes arbitrárias C, e C, por 
outras, 4 e yo ligadas a C, e C, pelas relações: 


Cı = A sen Po; Cs = A cos Po. 


Daí resulta 4 e qo em função de C, e C,, como se segue: 


IS PAS C 
A=VCA+C, qu=arc to ; 
Substituindo as expressões de C, e C, na fórmula (3), obtém-se 
y = A sén qo cos Pt + A cos q, sen pi 
y = A sen (bi + qo). (a) 


Tais oscilações dizem-se harmónicas. As curvas integrais são sinu- 
soides. O intervalo de tempo T no qual a quantidade Bt + pọ varia 


y=Asen(BÉ+) 


ou h 


Fig. 270 


7 PISA ; 2x 
de 27 chama-se período das oscilações; no nosso caso T == =-. Cha- 


mamos frequência das oscilações ao número de oscilações no tempo 2r; 
no nosso caso a frequência é 8; a constante 4, que representa a dis- 
tensão máxima a partir da posição de equilíbrio, chama-se amplitude 
do movimento oscilatório; gə é a fase inicial. 

Representa-se o gráfico da função (3) na fig. 270. 

d F På 
4. Seja p0 e gL 
As raízes da equação característica são, então, complexas: 
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by enp; k, = œa — if, 


em que , 
eia N p= ir 


O integral geral é da forma 
y = e” (C, cos Bt + C2 sen pi) 


y = Ae% sen (pt + qo). (4) 
para amplitude, a quantidade . 


mos obrigados a tomar aqui, 
a k la tende para zero quando t > œ, 


que depende do tempo. Como « < ore 


Fig. 271. 


isto é, que estamos na presença de oscilações amortecidas. A figura 271, 
representa o gráfico de tais oscilações. 


§ 28. Oscilações forçadas 


A equação das oscilações forçadas escreve-se 
v" + py + qu = É (8). 


Consideremos o caso importante da prática em que a força per- 
turbadora exterior é representada pela função periódica 


f(t) =a sen œt; 


a equação torna-se, então, 
y“ + pY + qy = a sèn ot. (1) 
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mulas (4) e (4), § 27) SO homogénea escreve-se, então, (ver fór- 


Y = Ae! sen (Bt + Qo). (2) 


Procurem 
os uma solução parti a 
membro sob a forma ção particular da equação com segundo 


$ 
y = M cos ot + N sen ot. (3) 


Substituindo esta expressão de y* 


encontra-se M é A na equação diferencial inicial, 


M= —poa E (q— 0) a 
(q — o? + po?” ci Rs DR 
(q — o? + po? 


Antes de substitui 
7 S stituir as expressões d i 
Introduzamos as novas constantes 4* e pé A Haus idade (a), 


* 
M= A sent, N = A“ cos g“, 


ou seja 
A*=VM? 4N? = Mee MCA A e a C E 
Vq di o°)? tpo 5 TEF N a 


Poder-se-á ã 
t “à, então, escrever ã i 
E a sit a solução particular da equação não 
x% 
= A” sen p cos wt + A” cos psen ot = A “se 7 
ou, finalmente, a ea 


$ 


a 

y [OW A A 
= RR sen (0) + x 
Vaz o’? + po? An 


O integ ã 
integral geral da equação (1) é igual a y = Ẹğ + y*, ou seja 


yY = ai 
y = Ae" sen (Bt + qu) + - sen (ot + q) 
GR U~ 0% + pio? 
primeiro termo do segund 
A o me 
homogénea) representa oscilações amort d 


a por conseguinte, ao fim dum certo 
presenta oscilações forçadas, 


A frequência » destas oscilações 


j bro (a solucão da equacão 
ecidas. Decresce quando + cresce 
tempo, é o segundo termo, que 
que desempenha o papel principal. 

é igual à frequência da força exte- 
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rior f(t); a amplitude das oscilações forçadas é tanto maior quanto 
mais pequeno for p e que œ? esteja na vizinhança de q. 

Estudemos, em detalhe, a dependência entre a amplitude das 
oscilações forçadas e a frequência o para diferentes valores de p. 
Designemos para este efeito a amplitude das oscilações forçadas 
por D (o): a 


Façamos q = Bi (para p = O Ps seria igual à frequência das osci- 
lações próprias). Tem-se 


D (0) = 


ã a 
D (0) = lS 
V= o Hpo go y (1 e) E 2 
1 TERE R2 g2 
Br Bi bi 

Façamos 

(0) P 

— = N; —— == , 

Ba Ba 


em que À é o quociente da frequência da força perturbadora e da 
frequência das oscilações livres do sistema, não dependendo a cons- 
tante à da força perturbadora. A amplitude exprime-se, então, pela 


fórmula 
a (4) 


pi va “E aa a yA 
Achemos o máximo desta função. Corresponde, evidentemente, 
ao valor de à para o qual o denominador é mínimo. Mas o mínimo 
da função 


D (y) 


VAR + p 


2 
a E 
2 

SEO Eo 

Y 

faatia 
P A 


Por conseguinte, a amplitude máxima é igual a 


é atingido para 


e é igual a 


D mar = —— 


a 
2 
fiy E 
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, O gráfico da função D (A) para diversos y está representada na 
igura 272 EES: fixar “ideias, fez-se a raean das curvas cor- 


1 urvas de es 


a) 
o) 


40 123 


Fig. 272 


Resulta da fórmula (5) que para y pequenos o valor máximo da 
amplitude é atingido para valores de À vizinhos da unidade, isto é, 
quando a frequência da força coercitiva é vizinha da frequência das - 
oscilações livres. Se y=0 (logo p=0, isto é, se não houver resis- 
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tência ao movimento, a amplitude das oscilações forçadas cresce inde- 
finidamente quando, à > 1, isto é, quando œ > B, = Vq: 
lim D (À) = 00. 
A>1 
(y=0) 
Quando w? = q, há ressonância. 


2: Suponhamos, agora, que se tem p= 0, isto é, que conside- 
raremos a equação das oscilações elásticas sem resistência em presença 
duma força coercitiva periódica: 


y” + qy = a-sen ot. (6) 
A solução geral da equação homogénea é 
y =C, cos Bt + Casen. pt  (BPP= o). 


Se 8%w, isto é, se a frequência da força coercitiva não é igual 
à frequência das oscilações próprias, a solução particular da equação 
não homogénea escreve-se 


— M cos ot + N sen ot. 


Substituindo esta expressão na equação proposta, vem 


S o vg e a À 
q— o” 
A solução geral é 
y = A sen (Bt + qo) + z Sen ot. 


O movimento resulta, pois, da sobreposição das oscilações pró- 
prias de frequência B e das oscilações forçadas de frequência o. 

Se 8 = v, isto é, se a frequência das oscilações próprias coincide 
com a frequência da força coercitiva, a função (3) não é solução da 
equação (6). Procurar-se-á, então, em virtude dos resultados do 8 24, 
uma solução particular sob a forma 


y` =t (M cos ot + N sen ot). (7) 


Encontra-se M e N substituindo esta expressão na equação 


diferencial: n 


M = — —; N =0. 
20 


Por conseguinte, 


* 
y =-— 2 teosout 


2B 
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A solução geral é da forma 
= A sén (pt + Po) — Pay tcos pt. 
20 


o segundo termo do segundo membro mostra que a amplitude 
das oscilações aumenta indefinidamente quando t —> co. Este fenómeno, 


' 


y* 


X =, 
IIR 
a=const 


a 
=-= t 005 Bt ZA 
4 Z 


B=const 


Fig. 273. 


que tem lugar quando a frequência das oscilações próprias do sistema 
ca frequência da força coercitiva coincidem, chama-se ressonância. 
O gráfico da função y* está representada na figura 273. 


§ 29. Sistemas de equações diferenciais 


Na resolução dum grande número de problemas pede-se para. 
encontrar funções YE- UES _ Y2=yY2 (2), ..., Yn = Yn (£) que satis- 
façam a um sistema de equações diferenciais que contém a variável x, 
as funções desconhecidas yı, yz ..., Y, e suas derivadas. 
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Consideremos o sistema de equações diferenciais de primeira 


ordem: 
d 
-= O 
dyz Me 
de fa (ms Vas Var -+-+ Yn) (1) 
d n 
E = fu (2, Yis Yo ec Yn)» 


onde, Yı, Yə --., Yn são funções desconhecidas e x a variável. 

Um tal sistema, resolvido em relação às derivadas primeiras, 
chama-se sistema normal. 

Integrar este sistema, é determinar funções Yı, Yə «o Yn que 
verifiquem as equações (1) e que satisfaçam às condições iniciais dadas: 


(Ya)x=xo = V10» (Yo) xx = Y 20> e.. (Yn) x=xo = Yno- (2) 


Integra-se o sistema (1) como se segue. 
Derivemos a primeira das equações (1) em relação a x: 


dyi Of, ôfudy, fi dm 
do? dx ' dy dx Rd Ag 
dy dyz dy 


Substituamos as derivadas 2? —º" pelas suas expres- 
d ? d p p 


mear O 
sões fi fo -.., fn tiradas de (1). 
Obtém-se a equação 
dy 


pa EA sho o AR, 


Ta , Un) . 


Derivando a equação obtida e procedendo da mesma maneira, 


acha-se: 
dê 
= Fo (x, Yis Y2 ce, VE 
Assim, continuando, encontra-se finalmente 
d” 
za = Fn (x, Yi, €s aig Yri). 
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Obtém-se, assim, o sistema seguinte: 


d 
RED par ig Yis .. Un) 
dx, 


da? (3) 


Obtém-se das n — 1 primeiras equações (admitindo que isso seja 


possível) yz, Ys --- Yn exprimindo-as em função de x, yı e das deri- 
dy Lys dizia 

vadas. =|, Dos =: 
An pato ra o dg 


Va Q do Vo cs Vo 
Ys = P3 (2, Yn Vi veda 


(4) 


Yn = Pa (z, Yi» Yi» o Y1 E 


Substituindo estas expressões na última equação (3), obtém-se 
uma equação de ordem n baseando-se em yı: 


dii D , (n—1) (5) 
EEn e (x, Yis Yr» Yi ). 
dz 
Determina-se y, resolvendo esta expressão: 
y= p (x, Ci, Co, s.. Cn): (6) 
Derivemos esta expressão n — 1 vezes; encontram-se as derivadas 
dy, d? dn is 
a e abit rT como funções de x, Cı, Cz .... Cn- 


Substituamos estas funções na equação (4). Encontram-se yə, 
Ys» cees Yn : F 


RL AV a sap A OAN (1) 
Yn = Pa (£, Ci, Ca, ERS Gn): 


Para que a solução obtida satisfaça às condições iniciais dadas (2), 
não resta mais do que determinar em (6) e (7) os valores das cons- 
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constantes C., Co, ..., C, (como se fez no caso duma só equação 
diferencial). 


Nota— 1. Se o sistema (1) for linear em relação às funções des- 
conhecidas, a equação (5) será também linear. 


Exemplo — 1. Integrar o sistema 


dy dz _ 
Guta m qo du vtd (a) 
pum as condições iniciais 
(y)x=0=1, (2)x=0=0. (b) 


Resoluções: 
1. Derivando em relação a x a primeira equação, tem-se 
dy dy dz 
pes E DP A A 
da? dz + fe eo a 
Ra TA l VAY dz ; 
Substituindo, nesta última, as expressões PTN TET obtidas das equa- 


s (a), obtém-se: 


d2y : 
(gato) Hiin Be +20) + 


2 
FE —3y —2z -3z -+ 1. (c) 
2. Deduz-se da primeira equação (a) 
= My 
Ban dd (d) 


dx? da 
d2y dy 
da las YTT (e) 
A solução geral desta última é 
y = (C1 J- Cox) e7% + 51—9 (£) 
e tendo em conta (d) 
z = (Ca— 2C — 2092) ex — 6r 14. (g) 


Escolhamos as constantes Cı e C. de maneira a satisfazer às condições 
iniciais (b): 
(Wa=o=1, (2)x=0=0. 


Deduz-se, então, das igualdades (f) e (g) 


E 1=C,—9, 0=C,—20, +14, 
donde C =10 e C = 6. 
Por conseguinte, a solução que satisfaz às condições iniciais (b) escreve-se 


y = (10+ 6z) e *4+52—9, z= (— 14— 12r) e75 — bu dá, 
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Nota — 2. Suposemos, nos raciocínios anteriores, que se podia tirar 
as funções yə, Yz -.., Yn das n — 1 primeiras equações (3). Mas pode-se, 
por vezes, tirar yz, .., Yn de menos de n equações. Obtém-se, então, 
para determinar y, uma equação diferencial de ordem inferior a n. 


Exemplo — 2. Integrar o sistema 


da. S dy k dz 
e E E a aa 


Resolução — Derivando em relação a t a primeira equação, encontra-se 


dia d dz 
== “qa “Ett (e+), 


d?x 
TE =2r 4 y +z. 


Eliminando as variáveis y e z das equações 


da dz 
—— = jis ————9 z 
g UFS ge mtuta 


obtém-se uma equação de segunda ordem em relação a x: 


O integral geral desta última é 


2=Cye! + Cze?t, (a) 
Donde 
dz 3 d 
RISE —Cet 120,02! et =i = — Cet 420e! — z, (B) 


Substituindo as expressões acima de x e y na terceira equação do sistema 


proposto, obtém-se uma equação que permite determinar z: 


TT 3==309e2! 
Integrando esta equação, encontra-se 
z= Ozet 4 Cae? (1) 
Mas tem-se, então, em virtude de (B): 
y= — (C1 + C3) et Cze?t. (ô) 


As equações (a), (8) (y) dão a solução geral da sistema proposto. 


Pode suceder que as equações diferenciais dum sistema contenham 
derivadas de ordens superiores a um. Por conseguinte, a ordem” do 
sistema eleva-se. 


Assim, o problema do movimento dum ponto material solicitado por 
uma força F reduz-se a um sistema de três equações diferenciais de segunda 
ordem. Sejam Fy, Fy, Fz as projecções da força & sobre os eixos coordenados. 
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A posição do ponto em cada instante t é definida pelas suas coordenadas x, 
yY, z; Resulta daí que x, y, z são funções de t. As projecções do vector 


r ; 3 Ar i rA dy dz 
velocidade do ponto material sobre os três eixos oca CR de 
Suponhamos que a força F e, por conseguinte, as suas projecções Fx Fy 
Fz, dependem do tempo t, da posição x, y, z e da velocidade Es o z 


As funções que se procuram neste problema são 
z=z (t), y=y (t) z=z (t). 


Determinamo-las a partir das equações da distância (lei de Newton): 


d?r ( dx dy T) 

mg A E lb e e Oae O ae Ja 
d?y da dy Z) 

ar mea a A e Ta DO (8) 
d2z da dy Z) 

E E E 


Obtivemos um sistema de três equações diferenciais de segunda ordem. 
Se o movimento é plano, isto é, se a trajectória é uma curva plana (por 
exemplo, do plano Oxy) obtém-se um sistema de duas equações para determinar 


NCES ANE 


d2x de e) 9 
qa = (hem qr dr)» s 
d2y dz dy 

na =Fo (bm o gs car) DER S 


Pode-se resolver um sistema de equações diferenciais de ordem n redu- 
zindo-o a um sistema de equações de primeira ordem. Mostremos como se 
procede com o exemplo (9) e (10). Introduzamos as notações: 


Tem-se 


dt? E O 
O sistema de duas equações de segunda ordem (9) e (10) a duas fun- 
ções desconhecidas x (1) e xy (D é substituído por um sistema de quatro equações 


de primeira ordem com quatro funções desconhecidas x, y, u, v: 


pia 
dt ; 
Wr, 
m-t Fa (t, ES IETEN 
m$ =F (RO UaV): 
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Indiquemos, para terminar, que o método geral examinado de resolução 
de sistemas de equações diferenciais pode ser substituído, em certos casos con- 
cretos, por processos artificiais que permite chegar mais rapidamente ao fim. 


Exemplo —3. Determinar a solução geral do sistema de equações dife- 
renciais 


Resolução — Derivemos duas vezes em relação a x os dois membros da 
primeira equação: 


diy _ d?z 
; dart” da? 
d2z = 
Ora, cana Ui logo se obtém a equação de quarta ordem 
ltd 
dza TY 


Por integração, obtém-se a solução geral desta equação (ver t. II, cap. XLI, 
§ 22, exemplo 4): 


y = C4e® + Coe™® -+ C3 cos x+ C, sen z. 
d2y 
da? 
sistema proposto. Determina-se 


Tiremos desta equação e substituámo-lo na primeira equação do 


z = C4e® 1 Coe *Cgcosr—Cysen z. 


§ 30. Sistemas de equações diferenciais lineares 
de coeficientes constantes 


Seja dado o sistema de equações diferenciais 


dz; 
Garra = Mty + Gato +... + QynZn, 
dt = aty + logta +... + Gon 
(1) 
dEn 
dt = lnti F anot + .-- F annTn, 


em que os coeficientes &;;j são constantes. Aqui t designa a variável 
independente, x; (t), xə (t), ..., x, (t) as funções desconhecidas. O sis- 
tema (1) chama-se sistema de equações diferenciais homogéneas de 
coeficientes constantes. 
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Como indicamos no parágrafo anterior, este sistema pode ser 
resolvido reduzindo-o a uma equação do grau n, ordem que no caso 
presente será linear (já o haviamos notado na nota 1 do parágrafo 
precedente). Ora o sistema (1) pode igualmente ser resolvido por um 
outro método, sem o reduzir a uma equação de ordem n. Este método 
permite analisar mais concretamente o carácter das soluções. 

Procuraremos a solução particular do sistema sob a forma seguinte: 


ht ht ht 

t= M€", Lo =A , oee, In = Ane (2) 

Deve-se determinar as constantes &4, Xs, .... Œp € k de modo 

que as funções qie", œse"', ..., ome!! verifiquem o sistema de equa- 


ções (1). Substituindo-as no sistema (1), obtemos: 


ht 
kase"! = (ago + ada + ... + Ann) E, 
ht 
kase"! = (ago + Gosta + -.. + anan) e, 

ht 

home" RF (An + an2 Fors E AnnCn) Ciis 


Dividamos por e*!. Passando para o primeiro membro todos 
os termos e pondo em evidência os coeficientes de O, Ga, + ++» On, 
obtemos o sistema de equações 

(au — k) dy + ado +... + anan =0, 
aadi + (dos — k) Q2 + 2... F anan = 0, (3) 


Ani% + An 22 + patos + (Ann se k) Xn = 0. 


Escolhamos c,, &»,.... Œn € k de maneira que seja verificado o 
sistema (3). Este sistema é um sistema linear de equações algébricas 
em relação a&i, &»,..., &n- Formemos o determinante do sistema (3): 

ar — kh dp es lin 
a takenn dz 
A (k) es 24 22 n À 3 (4) 
Ana an2 pua (Ann FER k) 

Se k é tal que o determinante A é diferente de zero, o sistema (3) 

não possui senão uma solução nula &%, = Gl =... = On = Oe, por 


conseguinte, as fórmulas (2) apenas dão as soluções triviais: 
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Assim, apenas poderemos obter soluções não triviais (2) para os 
valores. de k para os quais o determinante (4) se anula. 
Obtemos uma equação do grau n para determinar k: 


Ay — k Ga - Gn 
a log — k ... dn 1-0. (5) 
ani Ang, ads: Ann — k 


Esta equação é chamada equação característica do sistema (1). 
As suas raízes chamam-se raízes da equação característica. 

Consideremos alguns casos. 

I— As raízes de equação característica são reais e distintas. 


Designemos por kı, kz, ..., kn, as raízes da equação característica. 
Para cada raíz k; escrevamos o sistema (3) e determinemos os coeficientes 


(i) G) (e) 
G ? Ros ER ua Cn a 
Pode-se mostrar que um dentre eles é arbitrário. Pode-se estimá-lo 
igual à unidade. Assim, obtemos: 


para a raiz k, a solução do sistema (1) 

1P == ae hat : 1V = Pets a atra 1® — qDe kı ite 
para a raiz k, a solução do sistema (1) 

1P — ae ko ar, 1 = ae Ro at Pen 1 = Dera, 


para a raiz k, a solução do sistema (1) 
(n) EPEn rOet ad, op hnt 
Pode-se verificar, por substituição directa nas equações, que o 
sistema de funções 


z= Cate kıt ACi e Rz REN: Ro E aent, 


2) hot 
ta = Cae" A aa aAA AT (6) 
(1) hat C. a) kyt CEN (n) hnt 
Un =i et Can E ACam e 
em que C, Cs, ..., Can são constantes arbitrárias, é a solução do sistema 


de equações diferenciais (1). É a solução geral do sistema (1). Mostra-se 
facilmente que se pode encontrar para as constantes valores tais que a 
solução verifica as condições iniciais dadas, 
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Exemplo — 1. Achar a solução geral do sistema de equações 


dzz 
de om EE E 43. 


dt dt 
Resolução — Formemos a equação característica 
2— k 2 
1 RAT E 


em que k2—5k--4=0. Encontramos as raízes 
kimi k= 4. 
Voltemos a procurar as soluções sob a forma 
sD =aPet, sP =aWet 
e 
22 = Pest, IP = aest, 


Componhamos o sistema (3) para a raíz ky=-1 e determinemos afb e aP; 


(2 era as pe In 
o} 


dat + (3— ope 
ou 
aW- 2a — 0, 
aW- 2a = 0, 

1 1 : P 
donde qP = ET ab. Façamos aV =1. Obtemos aP = Si Obtivemos, assim, 
a solução do sistema 4 

sM = et, p= PR 


Componhamos, em seguida, o sistema (3) para a raíz ky=4 e deter- 


minemos a? e q): 
— 208) + 206 =0, 


a? — 20 =0, 
donde aP =g e aP —=1, aP =1. Obtemos a segunda solução do sistema: 
r= dt, I = eat, 

A solução geral do sistema será [ver (6)] 
Lj = Cet +Coett, 
1 
Ig = FEON C4et +Coett, 
W— As raízes da equação característica são distintas, mas algumas 
delas são complexas. 


Suponhamos que entre as raízes da equação característica existem 
duas raízes complexas conjugadas: 


kji= «+ ip; k, = au — ip. 
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A estas raízes corresponderão as soluções 


aa Penti (Ef, Aspen (7) 
ago SE RAD, ça) (8) 


Os coeficientes a” e a? são determinados a partir do sistema 
de equações (3). 

Do mesmo modo que no § 21 (t. II, cap. II) pode-se mostrar 
que as partes reais e imaginárias da solução são também soluções. 

Obtemos, assim, duas soluções particulares: 


1) 2 

aP = (AP cos Br + AP? sen pa), 
(9) toe E 

aP = e (AP sen Br + AP cos Ba), (9) 

em que AP, AP, AM, AS? são números reais definidos por meio 


de 0; e up 


As combinações correspondentes das funções (9) entrarão na 
solução geral do sistema. 


Exemplo — 2. Encontrar a solução geral do sistema 


dz 
ET = — Tatoo, 
dao 
SA = — 224 rec 5T. 
Resolução — Formemos a equação característica 
—7—k 1 0 
—2 —5—k| 


ou k2-4+12k-+37=0 e calculemos as suas raízes: 
ky=—6+i, k= —ô— i. 
Fazendo k,=—-6-j+i no sistema (3), achamos: 
aD=1, aqU=44i, 
Escrevamos a solução (7): 
TU = 4etO+DE O gi = (À Li) ecstbt, (7) 
Fazendo k= —6—i no sistema (3), achamos: 
W)=4, E 
Obtemos o segundo sistema de soluções (8): 
= dt, = (4— i) e6-5t, (8) 
Voltemos a escrever a solução (77: 
zD = e76! (cost-Hisent), aD-=(14-i)e-8! (cost fi sent) 


ou 
zM = e-6! cost ie St! sen t, 


x — ebt (cost — sen t) ie-b! (cos tsen t). 
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Voltemos a escrever a solução (8): 
x — e-6t cos t—ie™s” sent, 
2 = e-6t (cos t — sen t)—ie™6t (cos t+ sen t): 


Podemos escolher como sistema de soluções parciais separadamente as 
partes reais e imaginárias 
TW = e-t cost, zP = e76! (cos t— sent), (9) 
TD —e-S! sent, 2) = e-6! (cos t+ sên 1). 


A solução geral do sistema será: 
zı = C4e76t cos t+ Coe 8! sen t, 
z= C4e76t (cos ¿— sen t) -+ Cpe™6t (cos t + sen t). 


Pode-se encontrar, por um método análogo, a solução dum sis- 
tema de equações diferenciais lineares de ordens superiores de coefi- 


cientes constantes. . 
Em mecânica e teoria de circuitos eléctricos estuda-se, por exemplo, 


a solução do sistema de equações diferenciais de segunda ordem 


dx 

Ee = lyt + UY, 
= lot aY. 

E a2 + aY 


Procuremos de novo a solução sob a forma 
2 = qe", y = pe", 


~ . RT kt 
Substituindo estas expressões no sistema (10) e dividindo por er 
obtemos um sistema de equações para determinar «, Rek: 


(dy — K) a + ap = 0, 
14 
ana + (ax — k’) p =0. ) En 


Os valores « e 8 não serão diferentes de zero senão nọ caso 
em que o determinante do sistema for igual a zero: 
2 
au — k Q12 
9 [| =0. (12) 
a21 a — k 


a o sistema (10); é 


É precisamente a equação característica par 
ko, ks e ka 


uma equação de quarta ordem em relação a k. Sejam ks, 
as suas raízes (supondo-as distintas). 
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Por cada raíz k; do sistema (11) encontramos os valores a (+ Jet, 


A solução geral análoga a (6) será da forma 
Es Catat = Ca e:t fë Cos! ali Ca lt 
WR 9) ho 
y= 0p. + Cpo! + Cp g ep, 


Se certas raízes forem complexas, a cada par de raízes complexas 
corresponderá, na solução geral, uma expressão do tipo (9). 


b £ E 
Exemplo — Encontrar a solução geral do sistema de equações diferenciais 


d2x p 
TET 
d2y 
ópio id 

Resolução — Escrevam ã ísti 

E ç os a equação característica (12) e achemos as suas 

1— k2 —4 
E E | 


hy=i, k= —i, ks=V3, h=—V3. 


Voltemos a procurar a solução sob a forma 


sD = Deit, yD = Beit, 
rD = qe, y = pe 
x , 
26) — ae VB, 93 = pese V Bt, 
LD =De V Bt í VD = Bebe Vai 
Do sistema (11) tiramos œ e pt»: 
Dy te 
ab=1, posi, 
aD =i, gol A 
2 
PORE] BD = PES 
e , 
É 1 
q =, Bo = : 
Escrevamos as soluções complexas: 
P aE ANE, i 1 
ett=cost-i sen £, yD =- (cos t+ i sent), 
AO a E — j se 1 
e cos ¿— į Sen z, y‘® =- (cost—i sent). 


As partes reais e imaginárias tomadas separadamente 


olucois: serão também 


zD) = cos t, y= 


T ==sen z, TV) 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 125 


Podemos, agora, escrever a solução geral: 


x= C; cos t+ Co sen t-+C3e V3t+C,e— V3t, 
1 1 ço 1 5 
v=04 E cos t+ 02 sent — 03 S eV 3t a PRE A 


Nota — Não consideramos neste parágrafo o caso das raízes múl- 
tiplas da equação característica. 


§ 31. Noção sobre a teoria da estabilidade de Liapounov 


Como as soluções da maior parte das equações diferenciais e dos 
sistemas de equações elementares não se exprimem por meio de funções 
elementares ou por quadraturas, recorre-se igualmente a métodos de 
integração aproximada. Deu-se uma ideia destes métodos no SSSA Is 
cap. XIII); além disso, vários destes métodos serão examinados nos 
88 32-34 e também no capítulo XVI. 

O defeito destes métodos, é que eles apenas dão uma solução 
particular; para obter outras soluções particulares é preciso refazer 
todos os cálculos. Conhecendo uma solução particular não se pode 
pronunciar sob o carácter das outras soluções. 

Em muitos problemas de mecânica e de técnica, importa conhecer 
não os valores concretos da solução correspondente a valores concretos 
da variável, mas o comportamento da solução quando a variável varia, 
em especial quando tende para infinito. 

É, por exemplo, importante saber se as soluções que satisfazem 
às condições iniciais dadas são periódicas ou se elas tendem assintótica- 
camente para uma função conhecida, etc. A teoria qualitativa das 
equações diferenciais tem por objecto estas questões. 

A questão da estabilidade duma solução ou dum movimento é 
uma das questões fundamentais da teoria qualitativa; esta questão foi 
estudada em detalhe pelo eminente matemático russo A. Liapounov 
(1857-1918). 

Seja o sistema de equações diferenciais 


Sem fu T, y), 
(1) 

dy eea 

TAN 7, y) 


Sejam x=x() e y =y (f) as soluções deste sistema que satis- 
fazem às condições iniciais 


Ti=0 = To, ) 


y 
Yi=0 = Yo. 0 
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Sejam ainda z = x (t)ej = ; (t)as soluções deste sistema (1) que 
satisfazem às condições iniciais 


E (11) 


Y= = Yo: 
Definição — As soluções x = x (t) e y = y(t) que satisfazem às 
equações (1) e às condições iniciais (1^) dizem-se estáveis no sentido de 


Fig. 274 


Liaponnov quando t—> œ se, para todo e > O arbitrariamente pequeno, 
existe 8 > 0 tal que se tenha para todo t > 0 as desigualdades 


Iz()—z(B)|<e, 
E (2) 
ly 6) — y 6l <e, 
desde que as condições iniciais satisfaçam às desigualdades 
ai r 
| ğ o — To] l (3) 
[Yo — Yo | <ô. 


Interpretemos esta definição. Resulta das desigualdades (2) e (3) 
que as soluções variam pouco, qualquer que seja t positivo, quando 
as condições iniciais variam pouco. Se o sistema de equações diferen- 
ciais é o dum movimento, o carácter do movimento varia pouco 
quando as condições iniciais variam pouco se as soluções forem estáveis. 


Vejamo-lo com o exemplo duma equação de primeira ordem. 
Seja a equação diferencial 


A sua solução geral é 
y-=Cet +1. (b) 
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Achemos a solução particular que satisfaça à condição inicial 
Vt=0 = t (c) 


É evidente que esta solução y = 1 corresponde aci 0 (fig. 274). Ache- 
mos em seguida a solução particular que sattsfaça à condição inicial 


Y0 = Yo 
Achemos o valor de C na equação (b): 

w=0C+1, 

C=y—-1. 


Substituindo este valor de C na igualdade (b), obtém-se 


donde 


TE Neri 
É evidente que a solução y =1 é estável. Com efeito 
y—y=[(y0— 1) et +1]—1=(yo— 1) et —> 0 


quando t —> œ 
A desigua 
se tenha 


Idade (3) é, pois, verificada qualquer que seja € desde que 


(o—1)=ô<e. 


Consideremos, em seguida, o sistema de equações: 


(4) 


supondo que os coeficientes a, b, c, g são constantes e g #0. 
Vejamos a que condições devem satisfazer os coeficientes para 


ã = = is j tável. 
ue a solução x= 0, y =0 do sistema (4) seja es 
> Derivemos a primeira equação e eliminemos y. Obtém-se uma 


equação de segunda ordem: 
dx dx dy 


ou 
dr 
dt? 


-0+9 — b) s=0. (5) 
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A equação característica escreve-se 
x — (b+c) à— (ag — be) = 0. (6) 


Designemos as raízes da equação característica por A e Àz Os 
casos seguintes se podem apresentar: 


1. As raízes da equaçã ísti ã i j 
BS as ao característica são reais, negativa 
distintas: É o 


M<O, «4 A <0, Medo. 
Então, é 
z= 0e 4 Coe, 
Ta [Ci (M — 0) e™t FCs l= c) e™:'] a f 


A solução que verifica as condições iniciais 


z |i=0 = To, y li=0 = Yo 
ide Cio + 8Yo — Loko ut eo Toy — CX — Yog o*t 
| ay Ai 
LT lex em “A 
y= 0 0 0a yy c e^t | 
El e lie ea (7) 
Zoi — CX — 
A Pá 0 HE a, —e) et 
A — À» 


Resulta destas últimas fórmulas que, para todo 8 >0, se pode 
Pa Xo e Yo suficientemente pequenos tais que se tenha para todos 
OS Pt > U: 


le) <e, |y (t) | < £, dado que 
eMt N e dt <A, 
Resulta daí que neste caso a solução x = 0, y=0 é estável. 
2. Sejam A, =0, A < 0. Tem-se 
z=0 + Coe, 


1 M 
Y g [Co (As — c) et — cC] 
e, como anteriormente, a solução é estável. 
3. Seja À = àz < 0. Tem-se 
z= (C; + Cat) e, 


E 1 Aut | 
y = g E [C (M — c) -Ca (1 + Mt ct)]. 
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Dado que 
teMt—>Q e eMt->0 quando t—> 00, 
ter-se-á para C, e Cə, suficientemente pequenos (isto é, quando Xo € yo 


sejam suficientemente pequenos) | x (|<ee |y H I< e qualquer 
que seja t > 0. A solução é estável. 


4. Seja à; = 2A = 0. Tem-se 
do = Ci = Cot, 
1 
AE [— cC, + C2 — cCst]. 


Vê-se que por mais pequeno que seja C, £0, x e y tendem para 
o infinito quando t > œ, isto é, que a solução é instável. 
5. Suponhamos que uma das raízes A C A é positiva, por 


exemplo, À, > 0. 
Resulta da fórmula (7) que por mais pequenos que sejam x e y, se 


cxo + gy — Loo £ O, 
isto é, que se Ci Æ 0, |x (t) | > œ, quando ź— oo. 
Por conseguinte, a solução é instável neste caso também. 


6. As raízes da equação característica são complexas e a parte 
real é negativa: 


M=a + ip, | ; 
Ào = Q — ip, rg 
Neste caso 
z= Ce% sen (pt + ô), 
isa de Ce“* [a — c) sen (Bt + 6) + P cos (pt + ô)]. (8) 


É evidente que para todo e > 0 se pode tomar x, e yo de modo 


que se tenha |C|<ee est < e e, portanto, 


aO LE 8 € Jp sê 


A solução é estável. 
7. As raízes da equação característica são números imaginá- 


rios puros: 
M = Pt, Ao Ee pi Bt. 
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Neste caso 
z= C sen (Bt -+ ô), 


ja =CIp cos (Bt + ò) — c sen (Bt + ô)], 


isto é, que x(t) e y(t) são funções periódicas de t. Verifica-se, como 
anteriormente, que a solução é estável. 


8. As raízes da equação característica são complexos e a parte 
real é positiva (a > 0). 

Resulta das fórmulas (8) que por mais pequenos que sejam xo € Yo 
(isto é, que para C==0 arbitrariamente pequenos) as quantidades 
Ix(t)! e |x(t)! podem tomar valores arbitrariamente grandes quanto £ 
cresce, dado que e“! —> œ quando t> œ. A solução é instável. 

Para dar um critério geral de estabilidade da solução do sis- 
tema (4), procederemos como se segue. 
Escrevamos as raízes da equação característica sob a forma 
complexa 


M=M Him, 
Ao = da F iA 


(se as raízes forem reais, Ai“ =0 e Aj* = 0). 

Representaremos as raízes da equação característica por pontos 
no plano da variável complexa. Partindo dos oito casos examinados 
acima, pode-se formular a condição de estabilidade da solução do 
sistema (4) como se segue. 

Se alguma das duas raízes M e A, da equação característica (6) 
não se encontrar à direita do eixo imaginário e se uma raíz pelo menos 
for diferente de zero, a solução é estável; se houver uma raíz à direita 
do eixo imaginário ou se as duas raízes forem nulas, a solução é 
instável. 

Consideremos agora o sistema de equações mais geral: 


E it pd Pias v), 
dt 

x 
di É 
< =ar PE Ol y): 


Salvo casos excepcionais, a solução dum tal sistema não se exprime 
por meio de funções elementares e quadraturas. 

Para estabelecer a estabilidade da solução deste sistema, compara-se 
às soluções dum sistema linear. Suponhamos que quando x>0 e y—>0 
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as funções P(x, y) e Q(x, y) tendem igualmente para zero mais 
depressa do que p = V x? 4 y7; noutros termos, 


Ei Er, lim lE No, 
p>0 p p>0 p 
Demonstra-se, então, que além dum caso excepcional, a solução 


2 


do sistema (4) é estável ou instável ao mesmo tempo que o do sistema 


dx 
>— = cx : 
E + EU 


(4) 
dy 

— =ax+ by. 
E + by 


Exceptua-se o caso em que as duas raízes da equação caracterís- 
tica se encontram sobre o eixo imaginário; então, é mais difícil de 
decidir da estabilidade ou da instabilidade da solução do sistema (4”). 

A. Liapounov estudou a questão da estabilidade das soluções de 
sistemas de equações sob hipóteses bastante gerais. 


§ 32. Solução aproximada das equações diferenciais 
de primeira ordem pelo método de Euler 


Consideraremos dois métodos de resolução numérica duma equa- 
ção diferencial de primeira ordem. Neste parágrafo abordaremos o 
método de Euler. 

Achemos a solução aproximada da equação 


sobre o segmento [xo, b], que verifica a condição inicial y = yo para 
x = xo. Decomponhamos o segmento [x,, b] com a ajuda dos pontos 
Xos Xi Xat %n = bem n partes iguais (aqui XxX <X <X%<.. < Zn) 
Introduzamos a notação x —X%=X—M=..=b—z4 = AX = h, 
por conseguinte, 


da 
n 


Seja y = y (x) uma certa solução aproximada da equação (1) e 
Yo = (x), Y1 = Ẹ (21), 
Introduzamos as notações 


Ayo = Y1 — Yo, AY = Y2 — Y1, 


asg Va gs): 


. AE — Yn-4º 
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; Em cada um dos pontos xo, x, ..., Zn da equação (1) substi- 
tuámos a derivada pela relação das diferenças finitas: 


Ay 
peso » 2 
ne f(x, y) (2) 
Ay = f (x, y) Az. (2°) 
Para x = x, teremos 
A : 
Ho = f (Zoi vo) AY o= f (Zos Yo) Ax 
Ax 


ou 
Yi — Yo = Í (Zo, Yo) h. 


Nesta igualdade xo, yo, h são conhecidos, por conseguinte, encon- 
tramos: 


Yi = Yo + Í (Zo, Yo) h 
Para x =x, a equação (2') será da forma 


Ayı = f (24, Yı) k 
ou 


Y — n= Í (t, Y)h, Y= y + f(t, Yi)h. 


Xı, Yı h são aqui conhecidos, por conseguinte, determina-se Ya 
Do mesmo modo achamos: 


Y3 = Y2 + Í (t2, Yə) hk, 


Yn = Yn-1 SRAN E nat Yn-1) h. 


Encontramos assim os valores aproxi- 
mados da solução nos pontos x», Xi, 


PDR a RE 


R es. 
Fig. 275 Reunindo sobre o plano das coordenadas os 
pontos (x, Yo) (X Y) «is e 0.(2n, Yn POr 


segmentos de recta obtemos uma linha quebrada que é a representação 
aproximada da curva integral (fig. 275). Esta linha chama-se linha 
quebrada de Euler. 


Nota — Designemos por y=qp (x) a solução aproximada da 
equação (1) correspondente à linha quebrada de Euler para: Ax = A. 
Pode-se demonstrar que se existir uma solução única y = * (x) da 
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equação (1) que satisfaz às condições iniciais e determinada sobre o 
segmento [xo, b] então lim | p, (x) — q* (x) | = 0 para todo o x do 
` h>0 


intervalo [xo, b]. 
Exemplo — Achar o valor aproximado para x= 1 da solução da equação 
y'=y+z 
que verifica a condição inicial: yo=1 para xw=o0. 


Resolução — Divilamos o segmento [0, 1] em 10 partes iguais com a 
ajuda dos pontos x) = 0; 0,1; 0,2; ...; 1,0. Por conseguinte, h = 0,1. Procuraremos 
os valores y4, Yo, -..sYn com o auxílio das formulas (2º) 


Ayr =(Yk + Th) h 
ou 
yr = Yk + (Yk H 2k) h. 
Obtemos assim: m=1+(140):0,1=1401=1,1, 
yo=1,14-(1,14-0,1).0,1==1,22, 


1,0 O! 0,100 
1,100 1,200 0,120 
1,220 1,420 0,142 
1,302 1,620 0,162 
1,524 1,924 0,1924 
1,7164 2,2164 0,2216 
1,9380 2,5380 0,2538 
2,1918 2,8918 0,2892 
2,4810 3,2810 0,32841 
2,8091 3,7091 0,3709 
3,1800 


Encontramos o valor aproximado Y lx=1 =3,1800. A solução exacta da 
equação dada, que verifica as condições iniciais citadas anteriormente, será 


y= —z— i. 
Por conseguinte, 
y lx=1=2 (e— 1)= 3,4366. 


O erro absoluto é igual a 0,2566, o erro relativo a 


0,2566 E ; 
e a x 8%. 
3 4366 0,075 o 
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§ 33. Solução aproximada das equações diferenciais 
pelo método dos diferenciais finitos baseados na aplicação 
da fórmula de Taylor. Método de Adams 


Voltemos de novo a procurar a solução da equação 
y =f (x, y) (1) 


sobre o segmento [xo b] que verifica a condição inicial: para x = Xo, 
y = yo. Introduzamos as notações que nos servirão para a exposição. 
Os valores aproximados da solução nos pontos 


To Tis, To «co Tn 
serão 
Vo Yo Yz co Yn: 
As primeiras diferenças ou as diferenças de primeira ordem serão: 
Ayo = Y1 — Yo AY = Y2 — Yi co An = Yn — Yn-i 
As segundas diferenças ou diferenças de segunda ordem são: 
Ayo = Ay; — Ayo = Y2 — 2Y1 + Yo, 
Ay, = Ay — Ay = Ys — 2Y + Yis 


Ayn- = AY, DET Aya re Um 2Yn- | + Yn-2 


As diferenças das diferenças de segunda ordem chamam-se dife- 
renças de terceira ordem, etc. Designemos por y6, Yi, -> Yn OS valores 
aproximados das derivadas e por Y5, Y%, -.. yn OS valores aproximados 
das derivadas de segunda ordem, etc. Duma maneira análoga se deter- 
minam as primeiras diferenças das derivadas 


Ayo = Yi — Yo, Ayi = Ys — Yi, vaio vem) Ayn-1= Ya — Un-is 


e as segundas diferenças das derivadas 
A yo = A — Ay, Ay = Ay — Agi, o. 
A Yn- = Ainar Ayn-» etc. 


Escrevamos, em seguida, a fórmula de Taylor para a solução da 
equação na vizinhança do ponto x = x, (t. I, cap. IV, 8 6, fórmula (6)): 


pe, pt (E a 
y= ia A 
o + 1 T a Yo + ... + 
f rag” m 
E no a (3) 
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Nesta fórmula yo é conhecido e achamos os valores das deri- 
vadas y, Yi, ---. a partir da equação (1) da maneira seguinte. Substi- 
tuindo no segundo membro da equação (1) os valores iniciais Xo Yo 
encontramos y; : 


Yo = f (zo, Vo). 
Derivando os termos da equação (1) em relação a x, obteremos: 


ye == of Zj A (3) 


Substituindo no segundo membro os valores Zo, Yo, Yo encon- 
tramos: 


E Y=Yo V'=Uo" 


Derivando ainda uma vez a igualdade (3) em relação a x e 
substituindo os valores xo, Yo, Yo, Yo encontramos yg- Prosseguindo (*) 
assim podemos determinar os valores das derivadas em qualquer ordem 
para x = xo. Todos os termos do segundo membro da fórmula (2), 
exceptuando o termo resto Rm são conhecidos, Assim, desprezando 
o termo resto, podemos obter os valores aproximados para qualquer 
valor de x; o seu grau de exactidão dependerá da grandeza Ly = 4] 
e do número de termos do desenvolvimento. 

No método considerado mais abaixo não se determina com a 
ajuda da fórmula (2) senão alguns primeiros valores de y quando ! x — xo | 
é pequeno. Determinaremos os valores yı € y pOr Xı = Xo +h e 
xo =Xo + 2h, tomando quatro termos do desenvolvimento (yo é conhe- 
cido dos dados iniciais): 


h h? Ê 
po Ea pu ar MSAT Aa 4 
PA fo quão a Yo (4) 
r- DA Oe a CE z 
p= + yo La Vo + ado” (4) 


Supomos, assim, conhecidos três valores (**) da função Yo, Yı, Y2 
Na base destes valores, determinemos, utilizando a equação (1): 


Vo = Í (Zo, Yo)» yi = Í (ti, yı), 2 = J (22, Vo). 


( *) Suporemos, no que se segue, que a função f(x, y) é derivável em 
z e y tantas vezes quantas o exijam os raciocínios. 
(**) Para uma solução dum grau de exactidão mais elevado deveríamos 


calcular mais que os três primeiros valores de y. 
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Conhecendo y,, yi, y, podemos determinar Ay’, Ay’ é 
» Yy : » AZyi. Agru- 
pemos os resultados dos cálculos no quadro segu Es doa 


HE 
E 
` 
Pi 

= 

> 

$ 

E 


E 
13 
: EE 


A2yo 


> 
fu 
cS 


Ayi 


TkR-2 = To 4. (k— 2) h Yk o 


AYh—2 


e 
= 
N 


vo; E py — é 
ha =20+(k—1)h VR VR Apis 


Ay 


S< 
Fo 


Suponhamos, agora, que conhecemos os valores da solução 
Vo Yis Yom «e. Yr. 


2 a 


Yos Yis Yao cc. Uh, 
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e, por conseguinte. 
Ayo, Ayi, --- Apos 


e k 7 7 
Ay, Ayi, aay Aya, 
Determinemos o valor de yYp+1, segundo a fórmula de Taylor, 
fazendoa = £p, X = Tt =% TN: 
h h? e EE 
y = — Yp +- — y+—— +... +— Yr + Rm 
Yr+i = Yn + 1 nto T 1.7.3” aT m 
Limitemo-nos, neste caso, a quatro termos do desenvolvimento: 


PD DR 

des Ea mm —— Ya» 5 

Yr+i wtata 7a R (5) 

Nesta fórmula as incógnitas são yk e Yk , que procuramos 
determinar com a ajuda das diferenças conhecidas de primeira e 


segunda ordens. 


Exprimamos, em primeiro lugar, yp-, com O auxílio da fórmula de 


Taylor, fazendo a = Zp, v— a = —h: 
o (De (A 8 
Vara = Yr + 1 Y tH Ta Yk, (6) 

€ Yh-2, fazendo 4 = Th, T — 4 = — 2h: 

; , (—2h) „ (=I cs; 
So ———> UYhe q 
Vn-2 = Yr + i Yr + 1.2 Yr (7) 
Da igualdade (6) tiramos 

ES o q hi E 
Yn = aaa O ne SD DT (8) 


Subtraindo os termos da igualdade (6) pelos da igualdade (7), 
obtemos: 
A ; ; RE WET, 
Yh-1 — Yh-a = AY- = — Yk — Uh» (9) 
1 2 
De (8) e (9) tiramos 
Aya — Ayh- = Ayh- = hyk 
ou 


sas E 5 
= Ayha (10) 
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Substituindo o valor de yk’ na igualdade (8), obtemos: 


RT A e eo 
DEE cedidas Ei dio (11) 
Es h a 2h 


rrr 


Achamos, assim, y% e yr". Substituindo as expressões (10) e (11) 
no desenvolvimento (5), obtemos: 


h à h 7 oh 2 > o 
Yrkt = Yk + T” + o Alh-s + E Nyp-s. (1 2) 


É a chamada fórmula de Adams para quatro termos. A fór- 
mula (12) permite, conhecendo Yp, Yn-1, Yh-»» determinar yp+1. Assim, 
conhecendo y» yı e y: podemos encontrar y, e, em seguida, Ya, Ys, ... 


Nota — 1. Indiquemos, sem o demonstrar, que se existir uma 
solução única da equação (1) sobre o segmento [x,, b] que verifica as 
condições iniciais, então, o erro dos valores aproximados determinados 
pela fórmula (12) não excede em valor absoluto Mh! em que M é 
uma constante que não depende do comprimento do intervalo e da 
forma da função f(x, y) e independente da grandeza h. 


Nota — 2. Se quisermos reduzir a margem do erro, convém tomar 
um maior número de termos no desenvolvimento (5) e modificar, por 
conseguinte, a fórmula (12). Assim, se em vez da fórmula (5) tomar- 
mos uma fórmula cujo segundo membro contenha cinco termos, isto é, 
se acrescentarmos um termo de ordem A*t, obteremos, duma maneira 
análoga, em vez da fórmula (12) a fórmula 

Yk+1 = Un F Ch + Ta + a A yh-o + = 

Aqui yn+1 é determinado a partir dos valores Yk, Yn-ty Yh- € Yh-3. 
Assim, antes de abordar os cálculos segundo esta fórmula, é preciso 
conhecer os quatro primeiros valores da solução: ya, Ya Yas Yz 

No decorrer do cálculo destes valores com a ajuda das fórmulas 
do tipo (4) convém tomar cinco termos no desenvolvimento. 


A yh-3 


Exemplo — 1. Achar os valores aproximados da solução da equação 


fe 


Y =y Fe 


que verifica a condição ys = 1 para x= 0. 
Determinar os valores da solução para x = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Resolução — Em primeiro lugar determinemos y, y: com a ajuda das 
fórmulas (4) e (4). Obtemos dz equação e das condições iniciais 


(us De o= 40; 0=1--0=1. 
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erivando esta equação, obtemos 


y” = y' A. do 
seguinte, x : es o 
ig = (+ Deo = 1+1=2 
Derivemos ainda uma vez PE i 
Por conseguinte, us =y = 2. 


Substituindo na igualdade (4) os valores yo, vo Yo e h= 0,1, obtemos: 


0,14 (0,1)2 (0.4)? 514408. 
n=1+5"1+ a TA a= f 1103 


Duma maneira análoga encontraremos para h= 0,2: 
0,2 4 | (O? (0,2)? 9=1,2497. 
w=1 +- tt «2+ 2=1, 


Conhecendo y» Yı Yy: obteremos a partir da equação: 
p= z) = 4 ; 
e 4,1103 + 0,1 = 1,2103 ; 
Ya = Y2 + T2 = 1,2427 +0,2 = 1,4427 ; 
Ayo = 0,2103 ; 
Ayi = 0,2324 ; 
A2yç=0,0221. ; 
Com os valores obtidos, teremos o quadro seguinte: 


x Y | g Ay’ A2y’ 
METERA E E | EA T EEE 
zo =0 | yo = 1,0000 | Uol | | 


eco re eo PR DES PDT 2 sia 
| Ay =0,2103 


EEDI CONEA KEO A a EaR 
n=1,M03 | y;=1,2103 aA 


| | Ay, =0,2568 
Bi ee RR po meg SÓ pr G 


vs =1,6995 


140 s CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
——" ue 


Tiramos ys da fórmula (12): 


E 0,1 0,1 
Y3 = 1,2427 =. , 5. (0,1 
3 Ta 1,4427 + -0,2324 + CD .0,0221=1,8995. 
Em seguida, encont , , k 
eta fornil (5) apa Ys, Aya, A2y;. Depois, com o auxílio 
va =1,3995 4 %1 01.0; 5 
a= 1,900 po < 1,6995 + >: 0,2568 + 5 0,1:0,0244 = 1,5833. 


A expressão da solução desta equação é: 
y =2e%—zr— 1. 
Por conseguinte, y 4—0,4 = 2e?,4— 0,4— 1 = 1,58364. O erro absoluto é 0,0003; 
o erro relativo: 0,0003 a 0,00 0 
158364 O 0002 = 0,02 %. (O erro absoluto do valor y, cal- 
culado plo método de Euler é de 0,06: o erro relativo: 0,038 = 3,8 %). 


Exemplo — 2. Achar os valores aproximados da solução da equação 


y'=y2+a2, 


que verifica a condição inicial: yo=0 para x= 0. 
eterminemos os valores da solução para x= 0,1; 0,2: 03: 0,4 
23 + amd! 9 p é ád 


Resolução — Achamos: 
yo =024-02=0, 
Yz=0 = (2yy' +22) s0 =0, 
yx=0 = (292 + 2yy” +2)y—0 =2. 


Das fórmulas (4) e (4), obtemos: 


— 40,1)8 0,2) 
v=317*2=0,0008, Yz = un 2 = 0,0027 


Da equação tiramos: 


depois OER ee E A compomos as primeiras linhas do quadro 
» de -os valores de e e 5 ; 
Assim, J: yı segundo a fórmula (12). 


va 01 0,1 
v3=0,00274 SL. 04, 5 
+: 0,0400 -+ =>- 0,0300 +- + 0,1 -0,0200 = 0,0090, 


0,1 
y4 =0,0090 +. 0,1 E 
Fg: 0,0901 + > - 0,0501 -5 + 0, 120,0201 = 0,0214. 


Note 2 AA, 
T a U AER R E E E E q 
de Ee aa de-se obtê-los i ; 
que permitem avaliar O erro). por outros métodos mais precisos 
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§ 34. Método aproximado de integração dos sistemas 
de equações diferenciais de primeira ordem 


Os métodos de integração aproximados das equações diferenciais 
considerados nos 88 32 e 33 podem ser aplicados, igualmente, para 
a resolução dos sistemas de equações diferenciais de primeira ordem. 
Consideremos, agora, o método das diferenças para a resolução de 
sistemas de equações. Conduziremos os raciocínios para um sistema 
de duas equações que comporta duas funções desconhecidas. Pede-se 
para procurar as soluções do sistema de equações 


d 
| mto Y, 2, (1) 
Ehle y 9) (2) 


que verifica as condições iniciais: para x = Xe Yy = Yə Z = Zo. 
Determinaremos os valores das funções y e z para os valores da 


variável independente Zo, Zi, Lo, «co Zk, ktiro > e In- 
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Seja de novo 
tas ty br=h (E='0, fr: 2 RA n—1). (3) 


Os valores aproximados da função serão notados por 


Vo Yis co Yks Yk+is creo Yn 
e, respectivamente, 


Zos 21 - Pa) Eh, ht co Zn 


Escrevamos as fórmulas de recorrência do tipo (12) do § 33: 


o O RAT 5 PAE 
Urta = Yr F T Yh + y AY t To hA Yo (4) 
TARS h X o Da 2 
Zk+ = Zr + 1 W + AZh-1 + 19 hA zo. (5) 


Para abordar os cálculos segundo estas fórmulas torna-se neces- 
sário conhecer, além dos yo e zo dados, yı, Y2; Zı Z; encontraremos 
estes valores pelas fórmulas do tipo (4) e (4) do § 32: 


epa ne Ri MAR 
W=Voo vo do + apto » 


E O ND A 
pa to + to + SL a E gr 
©! 


E BEEE E ae 
Z= Zo + zi Zii e der 


AS SR n e OAT 
AT PER, ) EE ) Zo 


2 3! 


t 


Para aplicar estas fórmulas é preciso conhecer y6, Yg, Up + Zis Zo» 

Z, que vamos agora determinar. Tiremos, agora, das equações (1) e (2) 
Yo == Ji (o Yos Zoh 
zy bo (to, Um. Zo). 


Derivando as equações (1) e (2) e substituindo os valores xo, Yo, Zo, 
y, ez, » encontramos: 


> A of Og dr Dies 
n= = + Ly 4 a) i 
x= 


dx dy dz 


A f Bla a Yana Pla -a 
Zo = (2 Jay, = ee] Beg ) 
j da dy dz x=x0 
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tra 


Derivando, ainda uma vez, obtemos y'' e z¿’. Conhecendo y, 
Yə Z1, Z>, tiramos das equações (1) e (2) 


r ik r a 2 r Do rp r $ Dil: 
Vo Y2, Z1, Z2, Ayo, Ay, A Yo, AZo, Azi, A Zo, 
o que nos permite compor as primeiras cinco linhas do quadro 


Na 
ta 


Das fórmulas (4) e (5) obtemos y, e z; e das equações (1) e (2) 
y; e z, Calculando Ay:, AZy,, Az,, A?z, encontramos, utilizando de 
novo as fórmulas (4) e (5), y4 e ys e assim sucessivamente. 
Exemplo — Encontrar os valores aproximados das soluções do sistema 
y'=2, 2'=y 
para as condições iniciais: ya = 0, z =1 para x= 0. 
Calcular os valores das soluções para x=0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 
Resolução — Tiramos destas equações: 
Yo =Z2x=0= 1, 
zo = yx=0=0. 
Derivando estas equações teremos: 
yo = (y")s=0 = (z')x=0=0, 
zo = (2")x=0— (Y Dx=0=1, 
vo = (y")x=0 = (2")x=0= 1, 
zg = ("aco = (U)a=0=0. 
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Aplicando as fórmulas do tipo (4) e (5), obtemos: 


0,1 0,1)? 0,13 
n=0 40 44 a 0460 41=0,1002, 


0,2 0,2)2 2)3 
TE POR SE o A. 1=0,2013, 


; Do EOE sete fondo à cg: 
g=1 + Ei 0a ts O=1,0050, 


0,2 0,232 0,2)3 
a pé gp (ORE q (OS) .0= 1,0200. 


Dos dados obtidos, tiramos: 


vi = 1,0050, ya = 1,0200, 

zi = 0,1002, z4 = 0,2013, 
Ay = 0,0050, Az =0,1002, 
Ay; = 0,0150, Azi =0,1011, 


A2y6 =0,0100, A234 = 0,0009 


e compomos as cinco primeiras linhas do quadro: 
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A AAE A DE EI E E. 
| | | Az =0,1002 | 
inato Sn o PU Dat is o e MR O a a 


q1=0;4 


241=1,0050 | 2/=0,1002 | A2z; = 0,0009 


| | Az; =0,1011 


E o Sopro SN RE DR E er 
19=0,2 29==1,0200 24 = 0,2013 A2z; = 0,0021 
E S É Vie oi N PA E E TO O 


| | | Az; =0,1032 | 


Pe Re DES E A AS A ad 1 + 

23 =1,0452 2;=0,3045 | | 

DR DESTE us A E DR e 
2,=0,4 24=1,0809 | | 


DO O O 


Com a ajuda das fórmulas (4) e (5) encontramos: 
ya = 0,2013- -ŠE . 1,0200 +- + 0,0150 - -É + 0,1:0,0100 =0,3045, 


Z3 = 1,0200424 . 0,2013 PaE -0,1011 tir 0,1-0,0009 = 1,0452 


e de maneira análoga: 


0,1 0,1 5 
gu = 0,3045-+—5 «1,0452 + 5 - 0,0252 + 77° 0,1 -0,0102 =0,4107, 
oa É “04 ge Tio 
2,= 1,0452-4+—> + 0,3045 + =5> + 0,1032 + 77 0,1+0,0021 = 1,0809. 


É evidente que as soluções exactas do sistema dado de equações que 
E y E é 
verificam ás condições iniciais serão: 


pà 


p= (ese) = (+e) 
Eis porque os quatro primeiros algarismos exactos, após a vírgula, serão: 
1 
ya =- (e9,4 — e704) = 0,4107, 


u=> (60,81 e-0,4) = 4,0811. 


10 
A RPRIMA 
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Nota — Como as equações de ordem superior e os sistemas de 
equações de ordens superiores se reduzem em numerosos casos a um 


sistema de equações de primeira ordem, o método exposto é igualmente 
aplicável à resolução destes problemas. 


Exercícios 


Mostrar que as funções abaixo dependentes de constantes arbitrárias 
satisfazem às equações diferenciais em frente. 


Funções Equações diferenciais 


1. y= sen g— 1 4 Cess SE cos s=- sen 2a, 


> dy N2 dy dy 
fa, Ep) pas — gone T cm =s 
2 y=Cr4+C— 0. ( ) Lae +=. 


dy \2 dy 
y pa 2 itai pes: S ae 
3. y2 —=2C1 +02. 7 ( =) +2 SL y=. 


4. y= Cx? — Es a zy p- (4 er ea. 
5. y=0, + +0 AEN 

6. y= (C1 Can) e ET Su or dp py—es 

7. y Cze Torni | Goo—0ArO BENZ, (122) ZE a do: 

8. p= Li 40. uq 0. 


Integrar as equações de variáveis separáveis. 


9: ydz—a dy=0. Resp. y=Cr. 

10. (1+u) v du+ (1—v) u do=0. Resp. Log. uvt-u—v=C. 
14. (1+y) dr —(1— z) dy=0. Resp. (1-+y) 1—)=C. 

12. (2— zt) SE pat trt. Resp. cin +Log >=0. 


tx 


l 
13. (y—a) dz + x2 dy=0. Resp. (y—a)=Ce*. 


À t—a 
(pao = . 220 — . 
14. z dt— (t?—a?) dz =Q. Resp. z Cc EE 
dz 4422 _ y+C 
15. a E . Resp. z= E 


16. (1+ 82) dt— Vi ds=0. Resp. 2 Vt—arc tgs=C. 

17. do +-p tg O d9=0. Resp. p=C cos 8. 

18. sen O cos q dð —cos O sen p dy =). Resp. cos p=C cos 0. 

19. sec? O tg p dO sec? q tg O dp =0. Resp. tg O tg q=0. 

20. sec? O tg p dp +-sec? q tg O dO=0. Resp. sen? 0+- sen? q=0. 
21. (14-22) dy— Vi—y? dr=0. Resp. arc sen y—arc tga=C: 
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VI= z dy — V1—y? dz =0. Resp. y V1 —z?— 1 Vi-yi=c. 
3eX tg y dad (1 —e=) sec? y dy =0. Resp. tgy=C(1—e%8. 


. (z— y?) dz + (y— a2y) dy=0. Resp. a24-y2=a2y24-C. 


Estabelecimento de equações diferenciais 


. Mostrar que a curva cujo declive da tangente em cada ponto é proporcional 


27. 


28. 


29. 


30 


34 


32. 


33. 


34. 


à abcissa do ponto de contacto é uma parábola. Resp. y =ax?+ C. 


Determinar uma curva que passa pelo ponto (0, — 2) tal que o declive 
da tangente em cada ponto seja igual à ordenada correspondente aumentada 
de 3 unidades. Resp. y = e*=>—3. 


Determinar uma curva que passe pelo ponto (l, 1) tal que o declive da 
tangente em cada ponto seja proporcional ao quadradc da ordenada desse 
ponto. Resp. k (xz—1)y—y+1=0. 


Determinar uma curva cujo declive da tangente em cada ponto seja n 
vezes maior que o da recta que reúne este ponto à origem das coordenadas. 
Resp. y=Cq”. 

Fazer passar pelo ponto (2, 1) uma curva cuja tangente em cada ponto 


de ; a 1 
coincida com o raio vector traçado da origem a esse ponto. Resp. v=5 eA 
Encontrar em coordenadas polares a equação duma curva tal que em cada 
ponto a tangente do ângulo formado pelo raio vector e a tangente à curva 
seja igual ao inverso mudado do sinal do raio vector. Resp. r(0--C)=41. 


Encontrar em coordenadas polares a equação duma curva tal que em cada 
ponto a tangente do ângulo formado pelo raio vector e a tangente à curva 
seja igual ao quadrado do raio vector. Resp. r2=(0--C)2. 


Mostrar que a curva que goza da propriedade de todas as suas normais 
passarem por um ponto fixo é um círculo. 


Achar uma curva tal que em cada ponto a subtangente seja igual ao dobro 
da abcissa. Resp. y=C Vz. 


$ 
eterminar uma curva cujo raio vector seja igual à porção de tangente 


compreendida entre o ponto de tangência e a sua intersecção com o eixo Ox. 


Resolução — De acordo com as condições do problema P Vitya 


=V z2} y}, donde dY 22. Integrando-o, obtém-se duas famílias de 
y z 
C 

curvas: y—Cz e fiesta 


Segundo a lei de Newton, a velocidade de arrefecimento dum corpo qual- 
quer no ar é proporcional à diferença de temperaturas entre o corpo e 
o meio. Sendo a temperatura do ar 20º C, o corpo arrefece de 100º a 60º C 
no espaço de 20 minutos. Quanto tempo demorará a temperatura a baixar 
a 30 C? 


m 


Resolução — A equação diferencial do problema é Tk (T -— 20). Inte- 


grando, vem T—20=Cekt; T=100 quando ż=0;T=60 quando t=20; 
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——a a] 


36. 


37. 


38. 


39. 
40. 
4i. 


42. 
43. 


por conseguinte, T = 20 + 


1 
logo C = 80, donde 40=Ce20k, eh = (5)? 
t 
+ 80 (3). Fazendo T = 30, vem t = 60 minutos. 
Considere-se um funil cónico de ângulo 66º no cimo e de altura 10 cm, 


Ao fim de que tempo T o funil ficará vazio, sabendo que a água passa 
por uma abertura de 0,5cm? no fundo? 


Resolução — Calculemos de duas maneiras diferentes o volume de água que 
corre entre os instantes 1 e t+ Aft. À velocidade constante v, escapa em 
um segundo yma coluna de água de secção 0,5cm2 de altura A. Escapa-se, 
pois, no tempo At uma quantidade de água de dv 


— dv = —0,5v dt = —0,3 V2gh dt *). 


Por outra via, diminuindo a altura com ọ escoamento, o seu acréscimo dh 
é negativo e tem-se: 


—dv= nr? dh= = (h+0,7)2 dh. 


De modo que 
5 (h-+0,72 dh= —0,3 V2gh dt, 


donde 
t = 0,0315 (10/2 — nº/2) + 0,0732 (10º/2— h?/2)+0,078 (V T0 — 1h). 
Fazendo h = 0, obtém-se o tempo de escoamento T = 12,5 segundos. 


A travagem dum disco que gira num líquido é proporcional à velocidade 
angular de rotação œ. Achar a dependência entre' a velocidade angular e 
o tempo, sabendo que a velocidade angular do disco baixa de 100 r/m 
para 60r/m no espaço de um minuto. Resp. œ = 100 (3/5)! tr/mn. 


Suponha-se que a pressão de ar vertical numa dada secção depende da 
pressão das massas de ar superiores. Encontrar a dependência entre a 
pressão e a altitude, sabendo que a pressão é de 1 kg/em? ao nível do 
mar e de 0,92 kg/cm? a 500 metros de altitude 


Indicação — Servir-se da lei de Mariotte em virtude da qual a densidade 
dum gás é proporcional à sua pressão. A equação diferencial do problema 
é dp=—kp dh, donde p= e-0,00017h, Resp. p= e—0,00017h, 

Integrar as equações homogéneas seguintes: 

(y— zx) dz+ (y +z) dy=0. Resp. y2+2ry—r?=C. 

(z+ y)dz4+ z dy =0. Resp. z2+2ry =C. 

(xy) dz -+ (y —2) dy=0. Resp. Log (x2--y2)'2— arc tg - =. 

z dy—y dx = yz “y2 dz. Resp. 1-+20y — C222 = 0.) 

(8y + 102) dz- (5y + 7x) dy =0. Resp. (x-y)? (2x4 y)3 =C. 


(*) A velocidade de escoamento v da água por uma abertura que 


se encontra à distância h da superfície livre, é dada pela tórmula v = 0,6 2gh, 
em que g é a aceleração no campo da gravidade. ã 


44. 


46. 


55. 


T G 
5. (t—s)dt-+tds=0. Resp. te* =C ou s=tLog =. 
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= VÊ Log? O 
(2 Vst —s) dt+tds=0. Resp. te =C ou s= t Log e Resp. 


sS 


Resp. 


zy? dy = (x34 y8) dx. Resp. y =x V 3 Log Cz. 
y 
. X Cos Zy dela dy)= y sen + (x dy —y dx). Resp. xy Gui so 


Integrar as equações diferenciais seguintes, reduzindo-as a equações homo- 
géneas: 


. (8y — Tx -+ 7) dz— (3x — Ty —3) dy =0. Resp. (x+y—1)5 (v—y — 1)2=0, 
. (x+2y-+1) dz— (22x4-4y-+3) dy=:0. Resp. Log (42-48y--5)+8y —42=C, 


4y+- à 


. (x+2y -+-1) da— (27— 3) dy =0. Resp. Log (22 —3)— 5z 37C 


Determinar a curva cuja subnormal é a média aritmética entre a abcissa 
e a ordenada do ponto da curva considerada. Resp. (z— y)? (x -+2y)=0, 


Determinar a curva cuja relação do segmento cortado pela tangente sobre 
o eixo Oy pelo raio vector é uma constante. 


dy 
PE AE zm (Cm 
Resolução — Por hipótese, tem-se ———— = m, donde (5) —(5) = 
Very 3 
iT 
=i 


- Determinar a curva cuja relação do segmento cortado pela normal sobre 


o eixo Ox pelo raio vector é uma constante. 


Resolução — Por hipótese ——=— =m, donde 22 y2=m? (z—C)?, 


Var 


. Determinar a curva cujo segmento cortado pela tangente sobre o eixo Oy 


é igual a secO em que O é o ângulo entre o raio vector e o eixo Ox. 


Resolução — Como se tem tg o= e, por hipótese, 


dy 
y= =a sec 0, 
obtém-se 
2 2 
S. NR E 
da o 
donde 
a a 
[6 é] 
v=5| e — e ; 


Determinar a curva sujo segmento cortado pela normal sobre o eixo Oy 
é igual à distância do ponto considerado ù origem das coordenadas. 
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Resolução — O segmento cortado pela normal no eixo Oy é igual a à Ni go 


logo, por hipótese, tem-se 
ya 7 = Voy, 


donde 


56. Achar a forma de um espelho tal que os raios provenientes dum ponto O 
sejam reflectidos paralelamente a uma dada direcção. 


Resolução — Identifiquemos esta direcção com o eixo Ox e seja O a origem. 
Sejam OM o raio incidente, MP o raio reflectido, MQ a normal à curva 
procurada: 


a=B; OM =00, NM =y, 


pa d 
NQ=NO+0Q=—z+V22+y?=y cotg B=y z, 


y dy=(—2+ V12F y?) dz; 


por integração, encontra-se 


donde 


y2=024 202. 


Integrar as seguintes equações diferenciais lineares: 


eS = = (2413. Resp. 2y=(2+1)84-C (2412. 
HEA 
x 


1 
ef . Resp. y=Czº+- ri E 
x 


— 4 a 


58. y'— 
59. (2— 23) y’ + (2221) y—az3=0. Resp. y=az Cu Vi—a?, 


60. SE cos t-s sen t=1. Resp. s=sen t+C cost. 


: —sen f 

61. + sos t=+sen 2t. Resp. s =sén. t— 1 4-Ce SP 
62. v -=> y = eXyn, Resp. y= z" (e? +C). 
63. y’ + LL y=— Resp. "y =as4 C. 

g gz” 
64. y' +y = Resp. ežy=z%+C. 

1—2 a 
65. y’ + a Zy—1=0. Resp. y =x? (1+ Ce“). 

Integrar as equações de Bernoulli: 

66. y’ + Ty = ey, Resp. y2 (2241 +Cet)=1. 
67. (1— 42) v'—zy—azy?2=0. Resp. (c Vi-z—a) v=1. 


68. 3y2y'— ay3-— z— 1 =0. Resp. pi VÉIO a Pa a 
i ; 
= y2 z y2 

69. y’ (12y3-+ zy) =1. Resp. 2 [(2—4?) e +C]=e 


a 


me 


70. 
a. 
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(y Log z —2) y de= dy. Resp. y (Cx+ Log z+1)=1. 
y— y’ cos z= y? cos x (1— sen zx). Resp. E. 


Integrar as seguintes equações de diferenciais totais: 


3 
72. (224 y) de 4 (2— 29) dy =0. Resp. fu y? =C. 
73. (y— 322) dz— (4y — x) dy =0. Resp. 2y2— zy + x3 =C. 
74. (y3—z1) y'= y. Resp. yt=4zry +C. 
a y2 1 1 x2 
75 [==] dz [5] dy=0, 
eme) “ty Tema)? 
y a am 

Resp. Log EA E = 
76. 2 (3zy2 -+ 2x3) dz +3 (272y -+ y2) dy =0. Resp. vt + 372y2 + y3 =C. 

a dx- (2x-+y) dy z 
77. ———— >" =0. Resp. Log (x -— = 6 

(+y)? ETET 
RS 2y dy 

ts (+ ET ) de=" FR cu da Hya Oe, 

2 dy—y2 : 
pd de de yk Resp. o: 

(z -- y)? T—y 
BO dedo dps ria s24 y2—2 arc tg% = 
. E E y Ee 

81. Encontrar as curvas que gozam da propriedade segundo a qual o produto 

do quadrado da distância dum ponto qualquer tomado sobre a curva 

considerada na origem pelo segmento cortado pela normal sobre o eixo 

das abcissas é igual ao cubo da abcissa do ponto. Resp. Y? (212 1-y)=C, 
8 Encontrar os envoltórios das famílias de curvas seguintes: a) y =C +02, 


83. 


84. 


86. 


Resp. 22 +4y=0. b) y="5-+C2. Resp. 2772=4y3. ©) Gb, 


Resp. 27y = 13. d) C2r|Cy— 1=0. Resp. y24-4z =Q. e) (x— C)3-+(y— C)? = C2. 
Resp. 2z=0; y=0. f) (1—0)? +y23=4C. Resp. y2=4r+44. g) (1— C++ 
+(y—C)?=4. Resp. (r— y)2=8. h) Cz24-02y=1. Resp. «t-+4y=0. 

Uma recta desloca-se de tal maneira que a soma dos segmentos que ela 
corta sobre os eixos de coordenadas é igual a uma constante a. Procurar 
o envoltório desta família de rectas. Resp. g2} y!/2-q!2 (parábola). 


Achar o envoltório duma família de rectas tais que os eixos de coordenadas 
cortem sobre estas rectas, segmentos de comprimento constante a. 


Resp. 2/3 + y? Es, als: 


. Achar o envoltório duma família de círculos, cujos diâmetros sejam duplos 


das ordenadas da parábola y? = 2px. Resp. y2=2p (2+5) 


Achar o envoltório duma família de círculos centrados sobre a paróbola 
y2=2px e que passe pelo vértice da parábola. Resp. 
«cissoide». z3- y2 (z-+2p)=0: 
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87. Achar o envoltório duma família de círculos cujos diâmetros são as curvas 


a elipse b2x2 4-a2y2 = a2b2 perpendiculares ao eixo Ox. Resp. 
E = 1. 
88. Achar a evoluta da elipse z2b2?--a?y2—=a2b2 como envoltório das suas 
normais. Resp. (ax)”/3 + (by)? = (a2— b2)?/8, 
Integrar as seguintes equações (Equações de Lagrange): 
PARRA 2C — p? 
3p 3 Pas Ui Sa 
90. y=ay'2+y'2. Resp. y=(Vzf1--C)2. Integral singular : y=0, 
94. y=z (1 -y')+ (y')?. Resp. 2=Ce-P-—2p42; y=C(p+l)er—p2ro. 
92. y=yy'2 4 27y'. Resp. 4Cxr=402— y2, 
93. aN Ay gia à normal constante. Resp. (x— C)?-} y2= 2, Integral 


94. =< E T Sas E 
dare y'ê. Resp. y=Cz|-C-—C?, Integral singular: : 4y= 


95. y=zy'+Vi—y' Resp. y=Ca-t]/T—CÊ. Integral singular : y?-x2=1- 
96. y=zy'+y'. Resp. y=Cr+C. 


a? b2 


89. y=2xy'-y'2, Resp. z= 


nal 1 
E fada dg Re Resp. y=Ca-H-5. Integral singular : y?=42. 


j 1 1 ; 27 
98. y= zy EaI Resp. y=Cr— 57: Integral singular : RO S 
99. A área do triângulo formado pela tangente a uma curva e os eixos de 
coordenadas é constante. Achar essa curva. Resp. As hipérboles equiláteras 
4zy =+ a, bem como as rectas da família y=Cz + a 0. 


100. Achar uma curva tal que o segmento da sua tangente compreendida entre 
os giros de coordenadas tenha um comprimento constante a. Resp. y =Cz + 
z SE 
E ras PS 2 
É ARO Solução singular : 2”/3-+ y/3 = q%/3, 
101. Achar uma curva tal que a soma dos segmentos cortados pelas suas tan- 
gentes sobre os eixos coordenados seja igual à contante 2a. Resp. y = Cx — 
Pago 2aC 
1—C 
102. Achar as curvas tais que o produto das distâncias de dois pohtos dados à 
tangente seja constante. Resp. Elipses e hipérboles (trajectórias ortogonais 
e isogonais). 
103. em as trajectórias ortogonais da família de curvas y = ax". Resp. x? + 
ny} = C. 
104. Achar as trajectórias ortogonais da família de parábolas y2 = 2p (x — a) 
x 


. Solução singular: (y — x — 2a)? = 8azx. 


(a é o parâmetro da família). Resp. y=Ce P, 
105. Achar as trajectórias ortogonais da famílias das curvas x? — y? = & (sendo 
a o parâmetro). Resp. y=—. 
x 


106. Achar as trajectórias ortogonais da família de círculos x2 + y? = 2ax. Resp 
Os círculos; 


y=C(22 +y?) 
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107. Achar as trajectórias ortogonais de parábolas iguais às tangentes nos seus 
vértices a uma recta dada. Resp. Se o parâmetro das parábolas for 2p e 


se Oy for a recta dada, a equação das trajectórias será +0=4 y+ g8/s, 


3 
108. Achar as trajectórias ortogonais das cissoïdes y2 = = E Resp. (42 + y?)2 = 


= (x? ER y2) a2. 
109. Achar as trajectórias ortogonais das lemniscatas (x? + 22 = (x2 — y?)a?2. 
Resp. (12 -+ y?)? = Czy. E 
110. Achar as trajectórias isogonais da família de curvas x2=2a(y = xV8) 
em que a é um parâmetro variável, sabendo que o ângulo entre as curvas 
e as suas trajectórias é w = 60º. 


à j 2 
Resolução — Acha-se a equação diferencial da família de curvas = 


x . a 
—v3 e substitue-se y' pela expressão Pd a 
y = 1+y' tgo 
Se w= 60º, tem-se pdg =V3 e obtém-s: a equação diferencial 


VB dy o 
e + 
O integral geral y2=C(z—y V3) dá a família das trajectórias procuradas. 
411. Achar as trajectórias isogonais da família de parábolas y? = 4Cx, sabendo 
6 2y— 
que w = 45°. Resp. y?— ty 4 2x2 = Ce va EVT, 
112. Achar as trajectórias isogonais da família de rectas y = Cx para w = 30º, 45º. 
2 V3aretg - 
a2+-y2=e e 


Resp. As espirais logarítmicas 


2 arc tg” 

a2l- yi=e a 

113. y=Ce*+Coe-*, Eliminar C4 e Cp. Resp. y"—y=0. 

414. Escrever a equação diferencial de todos os círculos dum plano. Resp. 
(1y?) y” —3y'y"? =0. 

445 Escrever a equação diferencial de todas as cónicas com centros, nos 
eixos principais Ox, Oy. Resp. z (yy"+y'?)—y'y=0. 

116. Dá-se a equação diferencial y” —2y"—y'+2y=0 e a sua solução geral 
y == Ce% + Coe -+ Cge2*, 
Pede-se: 1) verificar que a família de curvas dadas é precisamente a solução 
geral; 2) encontrar a solução particular correspondente a x=0; y=1; 


y = 0, y” = — 1. Resp. = (9e% + e-%— 4028), 
2 


. 117. Dá-se a equação diferencial RA e a sua solução geral ga (é + 


2y" 

+ C9)2+Ca. 
1) Verificar que a família de curvas dadas é precisamente o integral geral. 
2) Achar a curva integral que passa pelo ponto (1, 2) e cuja tangente neste 
ponto forma com o eixo positivo Ox um ângulo de 45º. 


Resp. TEE + $ 
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egrar as seg: q x quaç 
Integr r eguintes e uaçõoes diferenciais simples, reduzindo-a a equaçoes 
S 
, 


118. ry” =2. Resp. y = z? Log 24-0,224Coz+-03; d ã i 
satisfaz às condições iniciais: z=1, y si 1, Fa a E arg pr 
m! gman 
119. y% = qm, Resp. eai R E «e HCOn-12+-Cn. 


120. y” = aĉ?y. Resp. az= Log (ay + Voy? +C)+C, ou y=CyeXA Ceas, 


121. V= Resp. (Cir C3)? = C4y2— a. 


Nos exemplos 122-125, escrever a solução particular que satisfaz às con- 


dições iniciais: x = 0, y = —`1, y =Q. 
122. zy”— y'= zx2e®. Resp. y=e"(2z—1)4-C,224C,. Soluçã i : 
ain rA sp. y ( )+ 0422405 olução particular: 
123. V Smi ba ld Resp. y+C,Logy=z+C,. Solução particular: 


124. y"+-y' tg x=sen 2x. Resp. y = C34 C4 sên ass sen 2x. Soluções parti- 
culares:y =2 sen z— sen r cos r—r— i. 
125. (y”)2-}(y')?=a?. Resp. y=C—a cos (x+C,). Solutions particulières : 
y=a—i—acosz; y=acosz—(a--1). (Indicação —!Forma paramétrica 
y” =a cost, y'=a sent.) 


1 
p20 a Resp. y=+ $ (+024 Ca 


127. y" = y"2. Resp. y = (C1— x) [Log (C1— z)—1]-- Cox + C3. 
128. y'y”" — 3y'2=0. Resp. z= Cy? + Czy + C3. 


Iniegrar as equações lineares diferenciais seguintes de coeficientes constantes: 
129. y"=9y. Resp. y = C4e3® J- Coe 8%, 


130. y” -+y =0. Resp. y =A cos z -+ B sen z. 

1314. y”—y'=0. Resp. y = C1 + Coe®. 

132. y” 4-12y=7y'. Resp. y = C4e3® + Coet, 

133. y” — 4y’ + 4y =0. Resp. y= (C14 Car) e2?%, 

134. y"+2y'4-10y=0. Resp. y= e~? (A cos 3z -B sen 3z). 


-8+V17 x -3-V 17 
135. y"4-3y'—2y=0. Resp. y =C4e 2 ao Coe 2 k 


136. 4y” —12y' + 9y =0. Resp. y = (C1 +4-Co2) e”/27. 


H , ToS 3 3 
137. y"+y'4-y=0. Resp. y=e ? [ Acos (132) +» sen (X=) ] 
138. Duas massas idênticas estão suspensas numa mola em espiral. Suponha-se 
que uma das massas se destaca e se pede para encontrar o mavimento da outra. 


Resp. z= a cos (VE +) ,em que a é o alongamento da mola sob a 


acção duma só massa em repouso. 
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139. Um ponto material de massa m é solicitado por dois centros, sendo as 
forças proporcionais à distância. O factor de proporcionalidade é k. A dis- 
tância entre os dois centros é 2c. O corpo encontra-se no instante inicial 
sobre a linha dos centros à distância a do meio. À velocidade inicial é 


j k 2k 
nula. Achar a lei do movimento do ponto. Resp. z =a cos m . 


140. VV 5y" +4y=0. Resp. y= Ce” + Cae" A+ Cg62% Cpo, 

144. y"—2y" —y' +2y =0. Resp. y = 04e? + Cet + Og 

142. y'''' —3ay” + 3a2y' —a3y =0. Resp. y = (C4 +C22 4 C32?) e°”. 

143. yY —4y" =0. Resp. y=C4+ 0403r? +0 Oe. 

144. IV + 2y” + 9 = 0. Resp. y = (C4 cos V22 + C2 sen 2z) e + 


+ (C3 cos V23 +C, sen 2z) ex. 


145, yY 8yr + 16y=0. Resp. y= 01 + 0m Crett Cjxes, 


x 


z£ 
146. y! -+y =0. Resp. ei (0: aT i 


x 


ya) + 


x 
af pan 7 
+ e va (Cs cos + Ca sen 73) . 


147. y! — a4y=0. Encontrar a solução geral e pôr em evidência a solução 
particular que satisfaz às condições iniciais: zo=0, y=1., y'=0, y'= . 
= —a?, y" =0. Resp. Solução geral: y=0,e“% | C207 + C, cos ax + C3 
Solução particular: yo = cos az. 


Integrar as equações diferencais com segundos membros; achar a solução 


geral: 
148. y'—7y' + 12y=. Resp. p=Cre8t Catt p SEE 
149. s"— a2s=t+-1. Resp. s=Cyeat + Cograt iE š 
2 


150. y” + y' —2y=8 sen 2z. Resp. y= Cit + Caes — E (6 sen2z -4+2 cos 2x). 
1514. y'— y=5242. Resp. y=C,e*4 C207% —5r— 2. 


Ez 
152. s” —2as' +a?s=e! (a Æ 1). Resp. s=01et 4 Catet t iy: 


153. y” + 6y’ + 5y=e2*, Resp. y= C407 + Coert a ex, 


154. y"+9y=6e3%, Resp. y =C; cos 3x -+C sen 3z ++ e3, 


155. y"—3y'=2— 62. Resp. y=C, +0908* 4 22, 
156. y” —2y' +3y=e* cos z. Resp. y =e% (A cos V2 z+ B sên. V2 z) + 
+ (5 cosz—4 sen z). 


157. y” +4y=2 sèn 27. Resp. y= A sèn 2z + B cos us cos 2x, 
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158. y” — 4y" --5y"—2y =2r +3. Resp. y= (C1 + Cor) e® Cze? —r— 4. 


159. y!V asy = Bateoxsen az. Resp. y=(Cy—sen az) e2® |. Coe-2%X 1 Ca cos ax 
+C, sen az. 


160. y?” +242y” pod ei cosaz. Resp. y = (C41 +Cos) cos ax- (C3 + Cz) X 
X sen ar cosaz. 


161, Determinar a curva integralda equação y”+k?y=0 que passa pelo ponto 


M (zo, Yo) e tangente neste ponto à recta y =az. Resp. y = yọ cos k (£ — xo) + 
=| T sen k (z— zo). 


162. Achar a solução da equação y"+2hy'-+n2y=0, que satisfaz às condições 
y=a, y'=C para z=)0. Resp. Si hn, 


y = eha (a cos Vai ese dt A Via) : 


Vnk? 


sih=n, y =e [(C+ah)z+a]; si k> n, 


Re C-+a(h-+ V h2?— n?) a-h- V TET" 
2Vh2—n2 
etait VMA Vim) 
2 h2 =n? 
163. Achar a solução da equação y" +n?y =h sen pz(p =n), que satisfaça 
às condições: y =a, y'=C quando z=0, 
C (n?— p?)— hp 
n (n?— p?) 
164. Um peso de 4kg ligado a uma mola distende-a de 1cm. Achar a lei do 
movimento, sabendo que a extremidade superior efectua oscilações harmó- 
nicas y = sen V'100g:, sendo y a distensão vertical. 


Resolução — Seja x a coordenada vertical do peso contado a partir da 
posição de repouso. Tem-se: 


4 diz 
g da “o Kemul), 


A h E 
Resp. y =a cos nz sen na PIETY sin pz. 


em que / é o comprimento da mola distendidade e k = 400, como resulta 
2 


d eo 
E + 100g x=100g sen 100gt + 100 zg. 


Procurar-se-á um integral particular desta equação sob a forma 


t (C1 cos 100gt -+C sen 100gt) +g, 


dado que o primeiro termo do segundo membro da equação entra na 
solução da equação homogénea. 


das condições iniciais. Deduz-s> 


165. No problema 139, a velocidade inicial é igual a v, e está dirigida per- 
pendicularmente à recta dos centros. Encontrar a trajectória. 


Resolução — Tomemos a origem das «vordenadas no meio do segmento t 
ligando os dois centros: as equações diferencais do movimento escrevem-se: 


d2 ; 
na =k (C—a)—k (CHa) —2ke, m a 


PT = — 2ky. 
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Condições iniciais no instante t = 0: 


d ER ge 
s=a; oO v=0; gT” 


donde 
z2 Es y22k 
a2 * mọ 


Um tubo horizontal gira em torno dum eixo vertical com uma velocidade 


= 1 (elipse). 


va i ito. Achar a 
onstante w. Uma esfera desliza no tubo sem atrito. 
pa SME da esfera, sabendo que no instante inicial se encontra 
sobre o eixo de rotação e a sua velocidade inicial é v, (segundo o eixo do 
tubo). Ea 
$ : ; de as > 
Indicação — A equação diferencial do movimento é ga Se Condições 
r 
iniciais: r = 0, Er quando t = 0. 
o —wt 
integrando-se, obtém-se: = [ER 
Aplicar o método da variação das constantes na integração das seguintes 
equações diferenciais: 
aN sx O sena T cosa 
167. y”— Ty’ + 6y=-sem z. Resp. y=C,e* Coe EERE Sa 
168. y' + y= sec z. Resp. y =C; cos x-- Co sen z-z sen z- cos x Log cos x, 
169. y” +y E ER N . Resp. y = C4 cos z +- Co sen z— V cos ab, 
cos 2z Vcos 2x | 
Integrar as seguintes equações diferenciais de tipos diversos: 
1 Cı(x—C2) 1. —Cila—Ca), 
170. yy” =y'2 4-1. Resp. =z [e þe 
Tady nos 0. Res EUSE 
pad! EEE A y p —— =C. 
174 (a-— y)? zı—y 
172. y=«y'2+y'2, Resp. y= (yz ARO) 
Soluções singulares: y=0; 2«4+1=0. ; F 
173. y” 4 y==sec r. Resp. y= C4 cos z-|- C3 Sen g -jz sèn t- Cos g Log cos t. 
Rd Do E 3 
174. (1 -+z2) y'—zy—a=0. Resp. y=azA C Vis sz $ 
sen? 
E y dy y R E Ra 
: + =y cos = — z. Resp. ze 
175. zcos— Iaa q 


. zy’ +y— y? Log r=0. Resp. (Log x + 1+0z) y=1. e 
(Qx-+-2y—4) dz + (x 4-y—2) dy =0. Resp. 2zx+y—3Log (x +y+4 D)=c. 
. 3eX tg y dz- (1 —e*) sec? y dy =0. Resp. tg y = C (1—-e)3. 


RD ACESA 5 
d n e E 2x sen 2z -2 cos 22). 
. y" —4y =e?" sën 2x. Resp. y="C4e 28 Coe 20 ( 
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180. 


181. 


182. 


183. 


184. 


185. 


Integrar os sistemas de equações diferenciais: 


dx r d E t 
Ed yr, Sr =2+1. Indicar a solução particular que satisfaça às con- 
dições iniciais x=—2, y=0 para t=0. Resp. y =C; cost +C sen t, 


x= (C1 +C9) cos t+ (Co— C1) sen t. Solução: particular 

z* = cost — sen ł, yt= cost. 

dy f i E E 

——=1—2y, Epa Indicar a solução particular correspondente às 


condições iniciais x=1 y=1 para t=0. Resp. y=Cycost4C, sent, 
a=(C,-Co)cost+4(Co—C,) sent. Solução particular: y* = cost — sen t, 
y* = cost. i 

dx dy 


rae 
s dtr papa STRA É, Resp. z= C4e7t -Coe"3t, 
5 E -t -3i Is z 
dE L y= cost. y =C4e7t + Coe cost 


d2y 
aa Resp. z=Cyet + Coe-t + Cy cos t-}-C, sên t, 


dia y=Cre! 1 Coe-t—Ca cos t— C, sèn t. 


Resp. 2z=C,4-Cot-Cgt2 -5 t3 et, 


d2z d 

dia t E LS 1 

dz ai d?y 1 y=0,—(C1--2C3) t =p (Ca—4) t2 — 
aa api 

— Cat +57 t e". 

dy 

EE ra Resp. y = (C1 + Cor) e725, 

dz z= (C3 —C4— Car) e, 

dz 

dz Resp. y = C4e?® -i Coe, 

É io E) z= —2 (Ce2% — Coe 2%), 

3 = 


Resp. y =C1 -~ Cox 2 sên 7, 
z= —2C1— Co (21 4-1)— 
— 3 sên r— 2 cos T. 


Resp. z=C,e-t -L Coe2t,' 
y=Cge-t +Coet, 
2=—(C44-C3) e7t -+ C2e?t, 
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d 1 cx 
= ET Resp. z=C2e 1, 
189. dz 1 Heie: 1 Ri 
dz y—zr' Cl» 
E ) Rego ei 
dz yz y 
190 ý 
é daong MERE 
T O O a 
Estudar a estabilidade da solução x = 0, y = O para os sistemas de equação 
diferencais seguintes: 
dx 
gr 2E—y, : 
191. dy Resp. Instável. 
d 
T = —42—10y, 
192. t Resp. Estável. 
dy 
g TT 
SE (204189, 
193. t Resp. Instável. 
dy 
fdp |] 
FT 8x— 12y 
194. Achar os valores aproximados das soluções da equação y =y? +x que 
verificam a condição inicial: y = 1 para x= 0. Encontrar os valores das 
soluções para os valores x = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Resp. yx=0,5= 2,114. 
195. Achar o valor aproximado Yx=1,4 da solução da equação vrov=e 
que verifica as condições iniciais: y = 1 para x= 1. Comparar o resultado 
obtido com a solução exacta. 
196. Achar os valores aproximados Tt=1,4 e Yt=1,4 das soluções do sistema de 


equações Z- =, = que verificam as condições iniciais: 
x=0, y=1 parat=l. Comparar os resultados obtidos com os valores 
exactos. 


Capítulo XIV 
INTEGRAIS MÚLTIPLOS 


§ 1. Integral duplo 


Seja no plano Oxy um domínio fechado (*) D limitado por uma 
curva L. 
Seja dado no domínio D uma função contínua 


z = f (z, y). 
; Dividamos o domínio D em n domínios parciais por curvas 
quaisquer: 
ASi AS NS oro aa iy ASh 
(fig. 276). Para não complicar a escrita, designaremos igualmente por 
Ass, «-» Às, as áreas destes pequenos domínios. Escolhamos em cada 


As; um ponto P; arbitrário (interior ou 
sobre a fronteira); ter-se-á, pois, n pontos: 


Pene ads 


Sejam f (P1), f (Pa), ..., f (Pn) os 
valores da função nestes pontos: formemos 
a soma dos produtos f (P;) As;: 


Vn =f (P,) As, + f (Pa) Asa... 


puta -+f (Pah) As, ma, (P:) As; s (1) 
Fig. 276. que se chama soma integral da função 


f(x, y) no domínio D. 
Se f > 0 em D, poder-se-á representar geomètricamente cada termo 
f (P;) As; como o volume do cilindro elementar de base As; e de 
altura f (P,). 
A soma V, é a soma dos volumes dos cilindros elementares, isto é 
o volume do corpo em «escada» representado na fig. 277. 


Reu pe Um domínio D diz-se fechado se está limitado por uma curva 
echada e se se considera que as pontos fronteiros pertencem ao domínio. 
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Consideremos uma sequência arbitrária de somas integrais for- 
madas pela função f(x, y) no domínio D 


Va Vas paea Vam Puedo (2) 


por diversos cortes de D em domínios parciais As;. Supor-se-á que 
o maior diâmetro dos As; tende para zero quando np — 00. 
Tem-se, então, o seguinte teorema que não demonstraremos. 


Teorema — 1. Sendo contínua a função f(x, y) no domínio fe- 
chado D, a sequência (2) de somas integrais (1) tem um limite quando 
o maior diâmetro dos domínios parciais As tende para zero e quando 


Fig. 278. 


no œ. Este limite é o mesmo qualquer que seja a sequência (2), 
isto é, que não depende nem do modo do corte de D em domínios 
parciais As; nem da escolha do ponto P; em Asi. 

Este limite chama-se integral duplo da função f(x, y) sobre o 


domínio D e designa-se por 


$$ f (P) ds ou P f(x, y) da dy, 
isto é, A 


lim 5 f (P) Asi = SS f (£, y) da dy. 


diam As; >0 i=1 D 


D chama-se o domínio de integração. 

Se f(x, y) > 0, o integral duplo da função f(x, y) sobre o domí- 
nio D é igual ao volume Q do corpo limitado pela superfície z = f (x, y), 
o plano z=0 e a superfície cilindrica cujas geratrizes são paralelas 
ao eixo Oz e se apoiam sobre a fronteira de D (fig. 278). 

Consideremos ainda os teoremas seguintes sobre o integral duplo. 


11 
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Teorema — 2. O integral duplo da soma de duas funções e (x, y) 
e y(x, y) no domínio D é igual à soma dos integrais duplos de cada 
uma das duas funções consideradas nesse domínio: 


(fipa, y) + pts, wlds= Í$ p v) ds + $f ble, y) ds. 


Teorema — 3. Pode-se separar um factor constante para fora do 
sinal de integração dupla: 


se a = const., tem-se 
(fap(z, pds=aSiq(z, y)ds. 
D D 


Demonstram-se estes dois teoremas exactamente como os teoremas 
correspondentes sobre os integrais definidos (ver tomo I, $ 3, cap. XI). 


Teorema — 4. Se o domínio D for constituído por dois domínios 
parciais D, e D., sem ponto interior comum e se f(x, y) for contínua 
em todos os pontos de D, tem-se 


Síria, y) de dy = JS f (x, y) da dy + 
D 1 
+ SSita, y) dz dy. (3) 


Demonstração — Pode-se representar a 
soma integral em D sob a forma (fig. 279) 


2P) As; = RTP) As; + 


Fig. 279 


+ Ati) Asi, (4) 


contendo a primeira soma os termos relativos aos domínios parciais 
de D, e a segunda os termos relativos aos domínios parciais de D}. 
Como o integral duplo não depende de modo de corte, cortaremos 
o domínio D de tal maneira que a fronteira comum de D, e D, 
seja também uma fronteira dos domínios parciais As;. Passando a. 
limite a igualdade (4) quando As; —>0. obtém-se a igualdade (3). Este 
teorema subsiste quando D é formado de vários domínios disjuntos 
ou sem pontos interiores comuns. 


§ 2. Cálculo dos integrais duplos 


Consideremos um domínio D do plano Oxy tal, que qualquer 
paralela a um dos eixos coordenados, por exemplo a Oy, e que passa 
por um ponto interior (*) ao domínio, corte a sua fronteira em dois 
pontos N, e N, (fig. 280). 


(*) Um ponto interior é um ponto que não se encontra na fronteira. 
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Suporemos que, no caso considerado, D está limitado pelas curvas 
y = p (x), y= p(x) e das rectas x. = a, x =b e que 


qı (2) < P2 (2) a< b, 


sendo as funções qi (x) e q> (x) contínuas sobre o segumento [a, b]. 
Convencionaremos chamar a este domínio regular segundo o 
eixo Oy. Do mesmo modo se define domínio regular segundo o eixo Ox. 


Um domínio. regular segundo os 
dois eixos de coordenadas dir-se-á, sim- 
plesmente, domínio regular. A fig. 280 
dá um exemplo de domínio regular. 

Suponhamos f(x, y) contínua no 
domínio D. 3 

Consideremos a expressão 

b qo (x) 

Ip=3 (5 fa, y) dyjdz 

a q (x 
que chamaremos integral duplo ou soma 
dupla da função f (x, y) sobre D. Nesta 
expressão. calcula-se em primeiro lugar i i i s 
o integral entre parêntesis, sendo a integração feita em relação a y 
e sendo x considerado como constante. Acha-se, após integração, uma 


função contínua (*) de x: 


Fig. 280. 


Pa (x) 
D()= ) f(x, y)dy. 
q4 (x) 
Integremos agora esta função em relação a x entre os limites 


a eb: 
b 


Ip= [O (2) dz. 


a 


Por fim, encontra-se um número constante. 


Exemplo — Calcular o integral duplo 
2 


1 
Ip= (1 (22+y2) dy) dz. 
0 0 


8 


Resolução — Em primeiro lugar, calculemos o integral interno (entre 
parêntesis): 
a 3x2 
y 242 — 4 
o(g=( t dy= (uti) matt CG o=etá 
0 


(*) Não demonstraremos a continuidade da função O (z). 
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———"——— SS 


Integremos, agora, a função obtida de 0 a 1: 

1 

f ( 4 =) -( 1), = LASE 

a CE Esai E PIOS 
0 

O domínio de integração D é o domínio limitado pelas curvas (fig. 281) 
- y=0, z=0, y=, s=1. 


Sucede que o domínio D é tal que uma função y = q: (x), y = p(x) 
não pode ser dada por uma única expressão analítica em todo o 


YA 


sï 


Fig. 281 Fig. 282 
intervalo de variação de x (de x=a a x= b). Seja, por exemplo, 
a<c<be 
Pa (z) = Yp (x) sobre o segmento [a, c], 
Pı (£) = y (x) sobre o segmento fe, b], 
sendo y(x) e x(x) funções dadas analiticamente (fig. 282). 
Escrever-se-á, então, o integral duplo como se segue: 


g(x) : 
j f(z, y) dy )da = 


(x) 


9 


gi 


c Pala) b p(x) ; 
=] (| fæ, v) dy)de+ $ (1,12, v) dy)de= 
a pil c g(x 
gala) b p(x) 


ig Í (Lot Ddu)de+ $ (E fa, 0) du) 


Escreve-se a primeira igualdade em virtude da conhecida pro- 
priedade dos integrais definidos e a segunda porque se tem q; (x) = y (x) 
sobre o segmento [a, c] e p, (x) = x (x) sobre [c, b]. 

Uma transcrição análoga para o integral duplo tem lugar quando 
a função q» (x) se decompõe em diferentes expressões analíticas sobre 
o segmento [a, b]. 

Estabeleçamos algumas propriedades dos integrais duplos. 
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Propriedade — 1. Se se divide um domínio D regular segundo Oy 
em dois domínios D, e D, por uma paralela ao eixo Oy ou ao eixo Ox, 
o integral duplo Ip sobre D é igual à soma dos integrais análogos 
sobre D, e Dz: 

Ip= In + To, (1) 


Demonstração — a) Suponhamos que a recta x=c (a<c<b) 
divide o domínio D em dois domínios regulares segundo Oy (*) D, e Da. 


Então, 
b qo (x) b 
c b. 
= [0 (x) dz + [O (x) dz = 
c qa (x) 
=) (Í f(z, y)dy)dr + 
a Qy (x) 
b qo (x) 


+Í ($ fo u) du)de= To, filo 
c g (x 


b) Suponhamos que a recta y = h divide o domínio D em dois 
domínios regulares segundo Oy D, e D, como a figura 283. 

Designemos por M, e M, os pontos de intersecção da recta y = h 
com a fronteira L de D. Designemos as abcissas desses pontos por 
a, e ba. 

O domínio D é limitado por curvas contínuas: 

À. y= (x); t 

2. a curva AM,;M,B de que escrevemos convencionalmente a 
equação sob a forma 


tendo em vista que qt (x) = q» (x) quando a < x < ae Dr O 
e que 
qi (x) = h quando a, Lx X by; 
3. as rectas x =a, x = b. 
O domínio D, é limitado pelas curvas 
y = pï (£), y = P (z£), em que a, < T< b. 
(*) O facto de uma parte da fronteira do domínio D ser um segmento 
vertical não impede que este domínio seja regular segundo Oy; porque se 


exigia para esse efeito que qualquer vertical que passe por um ponto interior 
do domínio não cortasse a fronteira em mais de dois pontos. 
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Esc evamos a identidade seguinte aplicando ao integral interior 
o teorema sobre a decomposição do intervalo de integração: 


b oax) 


=f (1. Fa, y) dy )da = 


a 


b da (pola) 


=) (te iva R y) dy )da = 


a px 


*(x) 
Pia b aax) 


o > . 
=Í (f fa y)dyjdr+ § ($ fx, y)dy)de. 
a p(x) a En 


Decomponhamos o último integral em três integrais aplicando o 
mesmo teorema integral exterior: 


b glx) a, p(x) 
f ($ f(z, mdy)de=S (8 f(z, v) dy )da + 
a pita) a Elo) 

b qua) 


bao pelo) 
Ei te; y) dy )de + À (4. fla, y) dy)dz; 


Como g] (x) = q, (x) no segmento [a, b] e no segmento [b,, b] 
o primeiro e o terceiro integral são idênticamente nulos. Por conseguinte 


*( 
Ra di paa) 


b=(1, fa, isa dA die y) dy )da 


O primeiro termo é aqui um integral duplo estendido a D, e 
o segundo, um integral estendido a D,. Por conseguinte, 


Io=15, + lb 


A demonstração é análoga qualquer que seja a secante MM». 
Se a recta MM, divide D em três domínios ou mais, obtém-se uma 
relação análoga a (1) com um número correspondente de termos no 
segundo membro. 


Corolário — Pode-se dividir cada um dos domínios regulares 
segundo Oy por uma paralela a Oy ou Ox e aplicar-lhe a proprie- 
dade (1). Por conseguinte, pode- -se dividir o domínio D por paralelas 
aos eixos coordenados num número arbitrário de domínios parciais 
regulares: 


Di; B; Ds, ESSES D,, g 
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e poder-se-á, sempre, afirmar que o integral duplo alargado ao domí- 
nio D é igual à soma dos integrais duplos alargados aos domínios 
parciais (fig. 284) 
p= Ioptdo t AT eta + Jo; (2) 


Propriedade — 2. (Avaliação dos integrais duplos). Sejam m e M 


Fig. 284. 


o mínimo e máximo valor da função f(x, y) do domínio D. Seja S 
a área de D. Tem-se a desigualdade 


qa (x) 
ms <Í ( l: T (z, y) dy )dz < MS. (3) 
a Pı ( 
A R e A o integral interior que designaremos 
por O (x): 


po (x) qo (x) 
D(z) = | f(z, )dy< Í M dy= M [p (2) — pı (2)]. 
Gi (x) p; (x) 
Tem-se 
b q» (x) b 
To=] (J 16 D dyjde< | Mlet — qu (2) dr = MS, 
a qu( a 
isto. é, A 
I< MS. (3) 
Duma maneira análoga 
P2 (x) Q2 (x) 
iii à jm, y) dy > pm de= ma pe) — qa (2)], 
1 NX pj fx 


b 
Ip = jo (z) di> | m[p: (2) — alde=ms, 
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isto é, que Is ems. (39) 


A desigualdade (3) resulta das desigualdades (3) e (3): 
ms < J D < Ms. 
Interpretaremos geomêtricamente este teorema no parágrafo seguinte. 


- Propriedade — 3. (Teorema da média). O integral duplo Ip duma 
função contínua f(x, y) é igual ao produto de S pelo valor da função 
num certo ponto P do domínio D: 


b qa(x) 


f (Solta y) dy )da = f (P) S. (4) 
Demonstração — Deduz-se de (3): 


i 
: 1 à ; 
O número F Ip está compreendido entre. o maior e o menor 
valor da função f(x, y) no domínio D. Em virtude da continuidade 


de f(x, y) em D, ela toma num certo ponto P do domínio D o 


valor e Ip, isto é, que 


1 
q lo=(D), 


donde: 


§ 3. Cálculo dos integrais duplos (continuação) 


Teorema — O integral duplo duma função contínua f(x, y) esten- 
dido ao domínio regular D tem por expressão (*) 


b p(x) 
dita, y) de dy = Í (5 Tla y) dy )dx. 


P4 


(*) Supõe-se, de novo, que o domínio é regul imi 
; , de , gular segundo Oy e limitado 
pelas curvas y = q; (2), y = (z) 2= q, p= di 
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Demonstração — Cortemos o domínio D por paralelas aos eixos 
coordenados em n domínios regulares (rectangulares): 


Asy, NS ra Asa. 


Tem-se, em virtude da propriedade 1 [fórmula (2)] do parágrafo 
anterior, 


= lu Thad TAG O TB (1) 
É i=1 


Transformemos cada termo da direita pela aplicação do teorema 
da média sobre os integrais duplos 


IAs= (Pi) As;. 


A igualdade (1) transforma-se em 


Ip = f (P4) As, + F (Pa) Asa +... + F (Pa) Asn = 31) As, (2) 


onde P; é um ponto em As;. Tem-se à direita uma soma integral para 
a função f(x, y) sobre D. Segundo o teorema da existência dos inte- 
grais duplos, resulta que o limite desta soma, quando n— o e que 
o maior diâmetro dos domínios parciais As; tende para zero, existe e 
é igual ao integral duplo da função f(x, y) sobre D. O valor numérico 
de Ip do primeiro membro da igualdade (2), resultante de duas 
integrações simples sucessivas, não depende de n. Passando a limite 
em (2), obtém-se 
Ip=lim Jf (P:) As = [$ f(æ, y) de dy 


diam As; >0 


ou 
Sf f(æ, y) dz dy = Ip. (3) 
Por fim, obtém-se: ER 
pain 
$ f(z, y)dzdy =Í (re y) dy )dz. (4) 


Nota— 1. Quando f(x, y) >, a fórmula (4) admite uma inter- 
pretação geométrica simples. Consideremos o corpo delimitado pela 
superfície z = f (x, y), o plano z=0 ea superfície cilíndrica cujas 
geratrizes são paralelas a Oz e se apoiam sobre a fronteira do domínio D 
(fig. 285). Calculemos o volume V deste corpo. Indicamos acima que 
o volume deste corpo era igual ao integral duplo de f(x, y) sobre D: 


V= SS f (z, y) dz dy. (5) 
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Calculemos agora o volume deste corpo utilizando os resultados 
do $ 4, cap. XII, tomo I, sobre o cálculo do volume dum corpo em 
função das áreas de secções paralelas. Tracemos o plano secante 

= const. (a < c < b). Calculemos a área S(x) da figura obtida no 


plano x = const. Esta figura é o trapézio curvilíneo delimitado pelas 
curvas z = f(x, y) (x =const.), z = 0, y = g, (x), y = p2 (x). Por con- 
seguinte, esta área, exprime-se pelo integral 


p(x) 
Siap I v) dy) 6) 


Conhecendo as áreas das secções paralelas, encontra-se fàcilmente 
o volume 


ou, substituindo a expressão (6), pela área S(x), encontra-se: 


b po 
V=Í z y) dy )dz. 7 
| TEL y) dy )dz (7) 
Os primeiros membros da fórmula (5) e (7) são iguais e, portanto, 
o mesmo se diga dos segundos membros 


b qo (x) 


te y dedy= f ( § f(z, y) dy)de. 


a q (x 
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Agora não é difícil dar o sentido geométrico do teorema sobre 

a avaliação dos integrais duplos (propriedade 2 do parágrafo anterior): 

o volume V do corpo delimitado pela superfície z = f(x, y), o plano 

z=0 e a superfície cilíndrica que tem por directriz a fronteira do 

domínio D é superior ao volume do cilindro de base S e de altura m, 

mas inferior ao cilindro de base S e de altura M (sendo m e M o 
s 


2 


Z=0+g+ 


menor e o maior valor da função z = f(x, y) no domínio D (fig. 286). 
Isto resulta do facto de o integral duplo Ip ser igual ao volume V 


deste corpo. 
Exemplo — 1. Calcular o integral duplo 


f | (4—a?—y?) de dy, 
D 


3 
sabendo que o domínio D está limitado pelas rectas 2=0, z=1, y=0, AR TER 
Resolução. 
3/2 1 3/2 
z3 7i 
V= ( K (4— z2— y?) de | dy= Ñ [date do dy = 


0 0 


0 
3/9 
1 y3 d 35 
E. E ED as Ee 9) 
=È (4 5) du = (4-5 z”) | 8 
0 


Exemplo — 2. Calcular o integral duplo da função f(x y)=1+x+y 
sobre o domínio limitado pelas curvas y— — x, r= Vy, y=2, 2=0 (fig. 287). 
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Resolução. 
PASE E 2 vz 
v=f [ater de | dy= | [eru+5 | av= 
0 — 0 


= Í [(Vi+v Vi+$) =(=1—1+8)] dy= 


5 


3 
3y AT a 2yº Bu? DI? dA 13 
— pie iate =| — — —— — =— pass 
[Vir Eru VIA 5 | dy [E + = VI+d 


Dt po 


Nota — 2. Suponhamos um domínio D regular segundo Ox deli- 
mitado pelas curvas 


z =h (y), x= 1p (y), y =c, y=d, 


com ps (y) < pə (y) (fig. 288). 
Tem-se, então, evidentemente 


(y) 
| Ha, y) dz)dy. (8) 
1y 
Para calcular um integral duplo, aplicar-se-á, segundo o caso, 


a fórmula (4) ou a fórmula (8). A escolha é indicada pela forma do 
domínio D ou da função a integrar. 


d 
ita, v) da dy = f S 


Fig. 288 Fig. 289 Fig. 290 


Exemplo — 3. Inverter a ordem de integração em 
1 Vx 
1=1 (1 fx y)dy) dz. 
0 x 
Resolução — O domínio de inte 
pela parábola y= ļ/z (fig. 289). 
Qualquer recta paralela ao eixo dos x corta a fronteira do domínio 
em dois pontos ou mais; poder-sz-á, pois, aplicar a fórmula (8); fazendo 


pa (W)=72, 


gração é limitado pela recta y=x e 


p2 (u)=y, 0O<y<t:; 
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tem-se 


1 y 
I=[ (1 f(x, y) dz) dy. 
0 va 


Exemplo — 4. Calcuiar 


[so 


D 


sabendo que o domínio D é o triângulo limitado pelas rectas y =x, y=0, 
x = 1 (fig. 290). ; 
Resolução — Apliquemos as fórmulas (4). (Se se aplicasse a fórmula (8), 

y 


ser-nos-ia preciso integrar a função e” em relação a x; mas este último integral 
não é integrável por meio de tunções elementares): 


TOTE 


1 
1 
x2 e—1 
a ( a(e—1) sentida = “52 =0,859... 
0 


Nota—3. Se o domínio D não for regular nem segundo Ox 
nem segundo Oy (isto é, se existirem verticais e horizontais que passem 


A 


af 


Fig. 292. 


Fig. 291. 


pelos pontos interiores do domínio e que cortem a fronteira do domínio 
em mais de dois pontos), não se pode, então, integrar sem ER 
Se se chega a cortar o domínio irregular D em um número finito e 
domínios regulares segundo Ox ou Oy. DE Da acr Dr e 
em cada domínio parcial e far-se-á a soma dos resultados obtidos. 

Na figura 291, tem-se um corte dum domínio irregular D em 
dois domínios regulares D, e Ds. 
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Exemplo — 5. Calcular o integral duplo 
| festas 
D 


em referência ao domínio D compreendido entre dois quadrados centrados na 
origem e cujos lados são paralelos aos eixos coordenados sabendo que os 
lados são, respectivamente, iguais a 2 e a 4 (fig. 292). 


Resolução — O domínio D é irregular. Corta-ss em quatro domínios 


regulares Dı, D» Ds, Ds, pelas rectas x=— 1 e x=1. Tem-se, pois, 
f f estu ds= [(estuds+ f f extuds+ fẹ etu ds+ fẹ extuas. 
D Di D2 D3 D4 
Tem-se, sucessivamente, 


—1. 2 Tsa 
| f estuds= ( (Ẹ extudy)de+ ( (\ e+u dy)dr+ 
E -=2 — -1 1 
É ju = 2 2 
+ f (f estray)dz+( (4 ety dy) da= 
2 1 2 


= (e? — e52) (e1 — e=?) 4 (e2 —e) (ee) (et — e2) (ee) + 
+(e2—e-2) (e3 — e) = (e3 —e™8) (e—et) =4sh 3 sh 1. 


Nota — 4. No seguimento, omitiremos os parêntesis no integral 


duplo, 
b g(x) 


NEN (Lotta, y) dy )dz, 
a px 
e escreveremos, simplesmente: 
b plx) 
Io=) § f(z, y)dydz, 
a p(x) 


sendo a integração feita pela ordem como são escritos os diferenciais 
das coordenadas (*). 


§ 4. Aplicação dos integrais duplos ao cálculo 
de áreas e volumes 


1. Volumes — Vimos no § 1 que o volume V dum corpo limi- 
tado por uma superfície z = f(x, y), onde f(x, y) é uma função não 
negativa, o plano z = 0 e a superfície cilíndrica de geratrizes paralelas 


a Oz e cuja directriz é a fronteira de D, é igual ao integral duplo 
de f(x, y) sobre D: 


V = sS f(x, y) ds. 


(*) É por vezes cómodo escrever 
b qa b p2 


Ip= | ( | f (2, y) dy ) dx = | de | f (2, y) dy. 


a Pi a Pı 
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Exemplo — Calcular o volume do corpo limitado: pelas superfícies x = 0, 
y=0, x+y+7=1,72=0 (fig. 293). 


Resolução. 
V=(((1—2—y) dy dz, 
D 


em que D é o domínio triangular do plano Oxy limitado pelas rectas x = 0, 
y=0, x+y=1; é o domínio tracejado da figura 293. Tem-se: 
-< i 
1 i—x y2 RE 
Vel ( (1—z—y) dy de=" [a-a], dr= 
o 0 0 
ç 1 1 
= — — 2 = o 
| TU-atda=o 
0 


Tem-se, pois, v=4 da unidade de volume. 


Nota— 1. Se o corpo de que se procura o volume é limitado 
superiormente pela superfície z = ®, (x, y)>0 e inferiormente pela 
superfície z = ®, (x, y) > 0, sendo a projecção destas duas superfícies 


( 
z=% (zy) 


P KVAN o i SU 
a T+y=1 AR, A LX Ab 


Fig. 293. F ig. 294. 


sobre.o plano Oxy um mesmo domínio D, o volume V deste corpo 
será igual à diferença dos "volumes dos corpos «cilíndricos»; o pri- 
meiro cilindro tem por base D e é limitado superiormente pela super- 
fície z = (x, y); o segundo cilindro tem igualmente por base D e 
é limitado superiormente pela superfície z = &, (x, y) (fig. 294). 

O volume V é, pois, a diferença de dois integrais duplos: 


V= y D, (x, y) ds — JJ OD, (z, y) ds, 


V=SÍL0, (z, w--DO (z, lds. (1) 


D 
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É fácil de demonstrar que a fórmula (1) é verdadeira não só 
quando ®, (x, y) e (x, y) são funções não negativas, mas também 
quando &, (x, y) e (x; y) são funções contínuas arbitrárias que 
satisfaçam à relação 


Do (x, y) > (t, 9). 
Nota —2. Se f(x, y) muda de sinal em D, dividir-seá D em 


dois domínios: 1) D, com f(x, )>0; 2) Da com f(x, )<O0 
Suponhamos D, e D, tais que os integrais duplos sobre estes domínios 


Fig. 295 


existam. O integral sobre D, é, então, positivo e representa o volume 
do corpo que se encontra por cima do plano Oxy. O integral sobre D, 
é negativo e o seu valor absoluto representa o volume do corpo que 
se encontra por cima do plano Oxy. Por conseguinte, o integral sobre D 
representa a diferença dos volumes correspondentes. 


2. Áreas planas — Se se formar uma soma integral para a fun- 
ção f(x, y) = 1 definida no domínio D, obtém-se a área 


n 
S p=: X dis Ás; , 
i=1 
qualquer que seja o corte Passando a limite nó segundo membro, 
obtém-se 
S = $ | dz dy. 
D 
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Se o domínio D é regular (ver, por exemplo, fig. 280), a área 
exprime-se pelo integral duplo 
b qua) 


S= f (3 dy )dz. 


a g(x) 
Tem-se, após integração do integral interno, 


b 
= j [qo (2) — Pı (2)] dz 


(comparar § 1, cap. XII, tomo 1). 
Exemplo —2. Calcular a área do domínio limitado pelas curvas 
=? — 42 y=2. 


Resolução — Determinemos os pontos de intersecção das curvas dadas 
(fig. 295). As ordenadas das duas curvas são iguais num ponto de intersecção: 


1=2— 22, 
donde 
q tr—2=0 
a=—2, 
tg = ds 


Obtivemos dois pontos de intersecção: M, (—2, — 2), Mo (4, 1). 


A área procurada é, pois, 


da 3 z271 27 

Ea EE ma O ese! 

S= , ( , dy ) da = (e: 2) dz =[ 2a 3 z| o: 
—2 x —2 


§ 5. Integrais duplos em coordenadas polares 


Consideremos, em coordenadas polares O, p um domínio D tal 
que todo o raio procedente da origem e que passa por um ponto 
interior do domínio corta a fronteira de D em dois pontos ou mais. 
suponhamos que D é limitado pelas curvas p = OD, (0), p = O, (0) 
e os raios 0 = &œ e 0 =p, com D(0)< OD, (0)ea BP (fig. 296). 
Diremos, então, que um tal domínio é regular. 

Seja em D uma função contínua das coordenadas O e p: 


Decomponhamos arbitrariamente D em domínios parciais Ası, 
Asa, ..., As, . 
Formemos a soma integral 
n 
Va m F (Ph) Asp, (1) 


em que P, é um ponto tomado em Asp. 
12 
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Resulta do teorema de existência dos integrais duplos que quando 
o maior diâmetro dos As, tende para zero, a soma integral (1) tem 
um limite V. Ele dá por definição de integral duplo de F (0, p) em D: 


V= ji F (9, p) ds. (2) 


Ocupemo-nos do cálculo de um tal integral duplo. 
Como o limite da soma integral não depende do modo do corte 
de D em domínios parciais As cortá-lo-emos, por razões de como- 


Fig. 296 
didade, traçando raios O = 0,5, 0=0,, 0 = do, -- O = 0, (em que 
Do =g, =p, 0<0,<0,<...< 0,)e circunferências concên- 
tricas p = po, P = P1, ^, p= Pmonde [pp é o menor valor da 


função &,(0) e Pm o maior valor de ð, (0) no intervalo fechado 
Qu Due Bic DES Piso e Dal: 
Seja As; a área delimitada pelas linhas de coordenadas 
k EO er p = Qis 0 = Usa @ z= Dis 
Haverá 3 espécies de domínios parciais As;, : 


1. Domínios inteiramente interiores a D; 
2. Domínios inteiramente exteriores a D; 
3. Domínios que invadem a fronteira de D. 


A soma das áreas que invadem a fronteira tende para zero 
quando AO, —0 e Ap; — 0; desprezar-se-á, pois, estas áreas: As 
areas parciais As;, exteriores a D não entram na soma integral con- 
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siderada e não apresentam interesse. Poder-seá, pois, escrever a soma 
integral sob a forma 
? n 
Va = D |È F (Pin) Asia), 
h=1 1 


em que Pip é um ponto arbitrariamente tomado em As;p. 

A soma dupla exprime que somamos em primeiro lugar sobre 
o índice i considerando k fixo (isto é, que fazemos a soma das áreas 
compreendidas entre dois ráios vizinhos (*)). O sinal da soma exterior 
exprime que adicionamos as somas que resultam da primeira soma 
(somamos sobre X). 

Achemos a expressão da área dum domínio parcial As; que 
não invade a fronteira de D. É a diferença das áreas de dois sectores: 


q 


$ 


1 1 Ap; 
Dn (p: + Ap)” AO — y PAn = (o: FA a Ap; AO, 


ou 
As; = pi Ap; AO, OÙ pi < pF <p; + Ap; 


A soma integral escreve-se, pois (**), 


Va= 2 [NF (0%, of) piApi Adi), 


h=1 i 


em que P (0%, pi) é um ponto tomado em Asp. 
Destaquemos, agora, o factor AO, da soma interior (o que é 
legítimo, porque é um factor comum a todos os termos desta soma): 


m 
v, = X [5 F (0%, pf) pi Ap:] Abr 
p= i 
Suponhamos que Ap; —>0 e que A0, é constante. Então, a 
expressão entre parêntesis tenderá para o integral 


Do (07) 


(hOr pJpdo. 
D; (05) 


(*) Notemos que somando sobre o índice i este índice não tomará, 
forçosamente, todos os valores de 1 a m, dado que todos os domínios parciais 
compreendidos entre os raios @ = 0, e0 = @0k+1, não pertencem, forçosa- 


mènte=a D. 
(**) É permitido considerar uma soma integral sob esta forma, dado que 


o limite da soma não depende do ponto escolhido no domínio parcial. 
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Resulta do teorema de existência dos integrais duplos que quando 
o maior diâmetro dos As, tende para zero, a soma integral (1) tem 
um limite V. Ele dá por definição de integral duplo de F (0, p) em D: 


V= a F (0, p) ds. (2) 


Ocupemo-nos do cálculo de um tal integral duplo. 
Como o limite da soma integral não depende do modo do corte 
de D em domínios parciais As, cortá-lo-emos, por razões de como- 


Fig. 296 
didade, traçando raios O = 0o, 0=0,, 0= 0,,... O = 0, (em que 
do =Q, =p, << 0 <0,<...< 0,)e circunferências concên- 
tricas p= po, P =P... P = Pmonde [p é o menor valor da 


função @, (0) e Pm o maior valor de &.(0) no intervalo fechado 
j LLL Pe Pa S PES n o Pml: 
Seja As; a área delimitada pelas linhas de coordenadas 
P = pi- P = pi O = Ora, O= 05. 

Haverá 3 espécies de domínios parciais As;ņ : 
1. Domínios inteiramente interiores a D; 
2. Domínios inteiramente exteriores a D: 
3. Domínios que invadem a fronteira de D. 


A soma das áreas que invadem a fronteira tende para zero 
quando A0, —0 e Ap; > 0; desprezar-se-á, pois, estas áreas: As 
areas parciais As;, exteriores a D não entram na soma integral con- 
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siderada e não apresentam interesse. Poder-seá, pois, escrever a soma 
integral sob a forma 
q n 
Va = > |X F (Pin) Asir), 
R=1 1 


em que Pip é um ponto arbitrâriamente tomado em As,,. 

A soma dupla exprime que somamos em primeiro lugar sobre 
o índice i considerando k fixo (isto é, que fazemos a soma das áreas 
compreendidas entre dois ráios vizinhos (*)). O sinal da soma exterior 
exprime que adicionamos as somas que resultam da primeira soma 
(somamos sobre X). é 

Achemos a expressão da área dum domínio parcial As;, que 
não invade a fronteira de D. É a diferença das áreas de dois sectores: 


? 
+ 


1 1 Ap; 
Asp = 5 (P: + Ap)” AB, — z pi ÃO, = (o: Te -j Ap; AO; 


ou 
As; = p¥ Ap; AOp, OÙ pi < p< p;i + Ap. 


A soma integral escreve-se, pois (**), 


Vo DIS F(o pf) prAp; AO], 


h=1 i 


em que P (0%, pi) é um ponto tomado em Asiz. 
Destaquemos, agora, o factor AO, da soma interior (o que é 
legítimo, porque é um factor comum a todos os termos desta soma): 


n 
v, = X [X F (0%, pf) pi Api] AO. 
h=1 i 
Suponhamos que Ap; —> O e que A0, é constante. Então, a 
expressão entre parêntesis tenderá para o integral 


Do (05) 


f F(of p)p do. 
D; (07) 


(*) Notemos que somando sobre o índice i este índice não tomará, 
forçosamente, todos os valores de 1 a m, dado que todos os domínios parciais 
compreendidos entre os raios 0 = 0, e0 = 0k+1, não pertencem, forçosa- 
mante, a D. 

(**) É permitido considerar uma soma integral sob esta forma, dado que 
o limite da soma não depende do ponto escolhido no domínio parcial. 
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Supondo agora que A0, — O obtém-se, por fim (*): 
®(0) 


B 2 
v=f (of (O, p) p dp ) do. (3) 


A fórmula (3) serve para o cálculo de integrais duplos em 
coordenadas polares. 


2, 2. 
Tayga 


Sh 


Fig. 297 Fig. 298 


Se se integrar primeiro sobre 6, depois sobre p, tem-se a fórmula 
(fig. 297): 


(3 F(0, p)do)p de. (3º) 


Seja calcular o integral duplo da função f(x, y) sobre o domí- 
nio D, sendo este integral escrito em coordenadas rectangulares: 


4 f(x, y) dx dy. 


Se D é um domínio regular em coordenadas polares 0, p, poder- 
-se-á passar nos cálculos às coordenadas polares. 


(*) A nossa dedução da fórmula (3) não é rigorosa: em primeiro lugar 
temos feito tender Ap; para zero conservando A0p invariável, e sômente depois 
é aue temos feito tender AU, para zero. Isto não corresponde completamente 
à definição de integral duplo que consideramos como limite de somas integrais 
quando o maior diâmetro dos domínios parciais tendesse para zero( aqui- seria 
preciso fazer tender para zero, simultâneamente, A0, e Ap;). Entretanto, apesar 
desta falta de rigor, o resultado está certo (isto é, que a fórmula (3) é legítima). 
Poder-se-ia estabelecer esta fórmula rigorosa como para o integral duplo em 
coordenadas rectangulares. Indicaremos que será estabelecida também no § 6 
partindo de outras considerações (como caso particular da fórmula geral de 
transformação de coordenadas num integral duplo). 
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Com efeito, tem-se, 


= pcos0, y=pseno, 


f(x, y)= f[pcosð, psen0]= F(0, p), 


por conseguinte, 
Do(O 


B ) 
{È f(z, y)drdy= $ ( Lollo cos0, p sen0]p dp ) do. (4) 
D a db. 


Exemplo — 1. Calcular o volume V do corpo compreendido entre a esfera 
x2- y? 4.22 = 42 
e o cilindro 
z2 -+ y?— 2ay = 0. 


Resolução — Poder-se-á tomar por domínio de integração a base do cilindro 
-224-y2— 2ay= isto é, o círculo do centro (0, a) e de raio a. Pode-se escrever 
a equação deste círculo sob a forma z2-+-(y—a)2=a? (fig. 298). 

Calculemos um quarte do volume procurado V (metade está Tepresentao 
na fig. 298). Tomar-se-á, então, por domínio de integração o semi-círculo definido 
pelas equações 


z=; ()=0, a=qo()=V2ay—y?, 
v=0, vy=2a 
A função sob o sinal soma é 
z= f(z, y)= V 4a2?— z2 — y2. 
Por conseguinte, 


2a V2ay-—y2 


qv=] ( | Vaz a2— y2 de ) dy. 


0 0 
Passemos a coordenadas polares O, p: 
xz=pcosð, y=psenð. 


Determinemos os limites de integração. Para esse efeito escrevamos a 
equação do círculo dado em coordenadas polares: como 


x? y2 = 02, 
= p2— 2ap sen O = 0 
ou 


- p= 2a seno, 
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A fronteira do domínio em coordenadas polares, escreve-se, pois, (fig. 299): 
; E 
p=0D,(0)=0, p=D,(0)=20 sèn, u=0, B=5. 


A função a integrar transforma-se em ; 
F (9, p) = V43 =å. 


Obtém-se, por conseguinte: 


sta n 
y 2 2aseng Fong (4a? aa x # 
eam ED nê A — NMat—p ide n 
Z ) ( f 4a?— p pdp) am [ E So A sã dð = 


RIEF 


T 
Fo 
de f [(4a2 — 402 sen2 0)°/3— (499)º/2] do = 
0 


E 
Bas ( 
É § (1—cos8 9) d0 = a8 (3n — 4), 
0 


Exemplo — 2. Calcular o integral de Poisson 


co 
y e dg. 
— 00 


Resolução — Calculemos, primeiramente, o integral Ip= f f e 
D 


Fig. 299. 


sendo o domínio de integração o círculo (fig. 300) 


224 y2= R3, 
Passemos a coordenadas polares 0, p: 
2x GR 2x R a 
E a ap) ao= —5 $ a e ). 
had) pe ss 


—x2—y2 dz dy, 
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Fazendo tender R para infinito, isto é, fazendo crescer indefinidamente o 


domínio de integração, tem-se 


Y 


2x oo fatos À a R E ; R? 
u o dp) dO = lim j 1 e p dp) 40 = lim x (1—e J=m. 


Mostremos que o integral 54 ev dedy tende para q quando se 


alarga o domínio D' de modo que qualquer ponto do plano se encontre defi- 
nitivamente em D’ «convencionalmente escreveremos D' > 00). 


Fig. 301. 


Fig. 300. 
Sejam Rı e R: a maior e a mais pequena distância da fronteira de D’ 


à origem das coordenadas (fig. 301). 
Como e-*-42 5 0 para todo valor, tem-se 


Ip S |f| e dedy <I n 


, 


ou 
n (1— ePi) < | f e de dy <n (Le BB), 
TY. 


Como D'-»oo, tem-se Rı—>œ e R—>> œ, e os membros extremos 
da desigualdade tendem para um só e único limite q. O mesmo se diga, pois, 
do termo intermediário: 

lim masa ES 
a 4 e dz dy=n. (5) 
D 
Suponhamos, em especial, que D'” seja um quadrado de lado 2a e de 


centro na origem. Ter-se-á 


aa 
D” = ar) 
a a a a 
o | | ee dr dy = | ( | aE aê dz) dy. 
ES Esc 


=U ae SÉ 
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po Damos fora o factor e?? do integral interno (o que é permitido, 
porque eY? não depende da variável de integração x). Tem-se 


a a 
JA ev de dy = | emu? ( | Eid de ) dy. 


D’ —a —a 
a 


—x2 
Façamos | e™™ de=Ba. É um número constante (depende somente de a); 


==, 
tem-se, pois, 
a 


a 
—x2—y2 e 
di e CH de dy = fe “Ba dy=Ba f emay, 


D' a 
a —a 


a 
Mas este último integral é também igual a Ba ( porque | e? de= 
—a 


a 
an | Pao dy) ; por conseguinte, 


| | EV? ds dy = BaBa = Bê. 
D’ 


; Passemos agora a limite fazendo tender a para infinito nesta igualdade 
(D' alargou-se, então, indefinidamente): 


D'->00 a-+00 a-+00 


a 
lim f e™™?—Y? dy dy = lim B? = lim [ f e do [= 
—a 


Mas viu-se que (5) 


Por conseguinte, 


E 2 
Ei eq de | =, 
—co 
ou 
[o 6) 
| e de= Vm. 
oo 


E Este integral encontra-se muitas vezes em probabilidades e em estatística. 
otemos que nos teria sido impossível calcular directamente este integral, dado 


que a primitiva de ,-x2 não se exprime por meio de funções elementares. 
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§ 6. Mudança de variáveis num integral duplo 
(caso geral) 


“Consideremos um domínio D do plano Oxy limitado por uma 
eurva Z. Suponhamos que as coordenadas x e y são funções de novas 
variáveis u e v: 


x= ọ(u, v), y =ŅĦ(u, v), (1) 


onde as funções y(u, v) e y(u, v) são unívocas, contínuas e possuem 
derivadas contínuas num certo domínio D’ que definiremos no segui- 


Fig. 302. Fig. 303. 


mento. Corresponde, então, segundo as fórmulas (4) a qualquer par 
de valores u e v, um único par de valores x e y. Suponhamos, além 
disso, as funções pş e y tais que se der a x e y valores definidos do 
domínio D, lhes corresponde, então, valores determinados de u e v 
segundo as fórmulas (1). 

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas Ouv (fig. 302). 
Resulta do que precede que a qualquer ponto P(x, y) do plano 
Oxy (fig. 303) corresponde univocamente um ponto P’ (u, v) do plano 
Ouv de coordenadas u, v definidas pelas fórmulas (1). Os números u 
e v chamam-se coordenadas curvilíneas de P. 

Se no plano Oxy o ponto P descreve a curva fechada L que deli- 
mita o domínio D, o ponto correspondente descreve no plano Ouv 
uma curva fechada Z’ que delimita um certo domínio D’: corresponde, 
então, a qualquer ponto de D’ um ponto de D. 

Assim, as fórmulas (1) estabelecem uma correspondência biunívoca 
entre os pontos dos domínios D e D’, ou, como se costuma dizer, 
representam biunivocamente D sobre D’. 

Consideremos em D’ uma recta u = const. Em regra, as fór- 
mulas (1) fazem-lhe corresponder no plano Oxy uma linha curva. 
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Do mesmo modo, corresponderá a qualquer recta v = const. do 
plano Ouv uma certa curva no plano Oxy. 

Cortemos o domínio D’ pelas rectas u = const. e v = const. em 
pequenos domínios rectangulares (não teremos em conta os rectângulos 
que invadem a fronteira de D’). As curvas correspondentes do domínio 
D cortam este último em quadriláteros curvilíneos (fig. 303). 

Consideremos no plano Ouv o rectângulo As” limitado pelas rectas 
u = const., u + Au = const., v = const, v + Av = const. e o quadrilá- 
tero curvilíneo correspondente a As no plano Oxy. 

Designaremos as áreas dos domínios parciais igualmente por As’ 
e As. Tem-se, evidentemente, 


As = AuAv. 


As áreas As e As são, em regra, diferentes. 
Suponhamos dada em D uma função contínua 
z= j (z, y). 
A todo o valor da função z = f (x, y) do domínio D corresponde 


o mesmo valor de z = F (u, v) em D’, em que 


F(u, v) = flo (u, v), Ņ (u, v)]. 


Consideremos as somas integrais da função z no domínio D. 
Tem-se, evidentemente, a igualdade seguinte: 


Papi y) Às = > F(u, v) As. (2) 


Calculemos As, isto é, a área do quadrilátero curvilíneo P,P,P,P, 
no plano Oxy (ver fig. 303). 
Determinemos as coordenadas dos vértices: 


Pi (21, Y1) -21 = Q (u, v), y= Ņ (u, v), 

Po (£>, Vo), Xa = Q (u + Au, v), Y= Ņ (u + Au, v), 

P3 (£3, Ys), z3 =Q (u + Au, v + Av), y= Y (u + Au, v + Av), 
P, (£as Ya), T= Q (u, v + Av), y= Ņ (u, v + Av). 


(3) 


Assemelharemos no cálculo da área do quadrilátero P,P,P,P,, 
os arcos P:P, PPs, P;P,, P,P, a segmentos de rectas paralelas: substi- 
tuiremos, além disso, os acréscimos das funções pelos seus diferenciais. 
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Quer dizer, fazemos abstracção dos infinitamente pequenos de “ordem 
mais elevada que Au e Av. As fórmulas (3) transformam-se, então, em 


xı = ọ (u, v), y= Ņ lu, v), 
0 
t= q(u, n) + E Au, n=pu 0) + SE Au, 
ô ô op (3) 
= glun 0) + Eau Av, go ptu 1) eE Au E Av, 


ôp p 
= ESA, =Ņ (u, v) + — Av. 
Ty ọ (u, v) + ôv U, Yu p( ) + ðv | 
Sob estas hipóteses, o quadrilátero curvilíneo P,PoPsP, pode ser 
assemelhado a um paralelogramo. A sua área As é aproximadamente 
igual ao dobro da área do triângulo P,P,P,, que se calcula aplicando 
a fórmula correspondente da geometria analítica: 


As | (£3 — z1) (Y3 — Y2) — (£3 — 12) (Y3 — vs) = 


== EP Au OO Av) P av — dO ao (2E Au pE Av) 
ĝu uv dv dv ôu ðv 


ôu ðv ôv ôu 
PULY, 
ôu ðv 
SH a gas a A Ad Au Av»). 
ðu dv v ðu op op 
ôu Vov 
Façamos dp E) 
ôu ðv 
=]. 
ap ap 
ðu ðv 
Por conseguinte, 
Asx |I| As. (4) 


O determinante 7 chama-se determinante funcional ou jacobiano 
(do nome do matemático alemão Jacobi) das funções ọ (u, v) e y (u, v). 


(*) O duplo traço vertical significa que se toma o valor absoluto do 
determinante. 
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2 


A igualdade (4) apenas é aproximada, dado que nos cálculos da 
área As desprezamos os infinitamente pequenos de ordem superior. 
No entanto, à medida que as dimensões dos domínios elementares As 
e As” são mais pequenas, mais se aproxima da igualdade. A igualdade 
tem lugar quando se passa a limite, tendendo os diâmetros dos domínios 
elementares As e A” para zero: 


pj M T do ado 


diamAs'>0 As 


Apliquemos agora a igualdade obtida ao cálculo do integral 
duplo. Em virtude da igualdade (2) pode-se escrever 


Die y) Asæ Di F(u, vIIJAS 


(a soma integral da direita estende-se a D’). Passando a limite quando 
As’ —> 0, obtém-se a igualdade rigorosa 


ita, y) dx dy = 4 F(u, v|T|dudv. (5) 


Tal é a fórmula, de transformação das coordenadas em integral 
duplo. Ela permite reduzir o cálculo dum integral duplo num domínio D 


Fig. 304 


Fig. 305 


ao cálculo dum integral duplo num domínio D’, o que pode simplificar 
o problema. A primeira demonstração rigorosa desta fórmula deveu-se 
a M. Ostrogradsky. 


Nota — A passagem das coordenadas cartesianas às coordenadas 
polares, examinada no parágrafo anterior, é um caso particular de 
mudança de variáveis num integral dupio. Neste caso, tem-se u= O, 


TE z= pcosð, y= psen 9- 
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O arco de círculo AB (p = pı) do plano Oxy (fig. 304) é repre- 
sentado pela recta 4'B' no plano 00p (fig. 305). O arco de círculo 
DC (p = p) do plano Oxy é representado pela recta D'C” do plano 
00p. x 

x As rectas 4D e BC do plano Oxy estão representadas pelas 
rectas 4'D' e B'C' do plano 00p. As curvas L, e L, estão representadas 
pelas curvas Li e L, ' 

Calculemos o jacobiano da transformação das coordenadas car- 
tesianas x e y em coordenadas polares O e p: 


dx dx 
I 90 dp | — p sen O cos 8 pro 
E: dy Oy EM pcos 0 sen O 
90 dp 
— — psen?0 — pcos? 0 = — p 
Tem-se, pois, |Z| = p e 
B Da (0) 


P f(x, 1) da dy =) (da F(o, p) p dp) do. 


Volta-se a encontrar a fórmula esta- 
belecida no parágrafo anterior. 


Exemplo — Seja calcular o integral duplo 
| f (y—s) dz dy 
D 


em que D é o domínio do plano Oxy limitado 
pelas rectas 


1 7 
v=2+1, y=2—3, Pe E RO 


v=-4 gt 


O cálculo directo deste integral é bas- 

tante fastidioso, mas uma mudança de variá- 

veis simples permite reduzir este integral à integração num rectângulo cujos 
lados são paralelos aos eixos coordenados. 

Façamos 


Fig. 306. 


u=y— T, v=y+5 s. (6) 

Então, as rectas y = x + 1, y=x—3 são representadas, pe 
pelas rectas u=1, u=—3 do plano o as rectas y= a tg s 
y=—$ 1+5 tem por imagens as rectas v=» v=5, j 


O domínio D .será, pois, representado pelo domínio rectangular D' da 
figura 306. Resta, pois, calcular o jacobiano da transformação. Exprimamos para 


190 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


esso efeito x e y em função de u e v. Resolvendo o sistema de equações (6), 
obtém-se 


RE toa E es 
Por conseguinte, 
da dx SL o 
ôu ðv 4 4 9 3 3 
REM o RAD DEN TEEL I ENE 
ôu ôv NEA 
e o valor absoluto do jacobiano é |Z i - Logo 


|fu-aacar= |] (eder do)-(-Eos to) Eco 
D D’ 


§ 7. Cálculo das áreas de superfícies 


Seja calcular a área limitada por uma curva T “traçada sobre 
uma superfície (fig. 307); a superfície é dada pela equação z = f(x, y) 
onde f(x, y) é contínua e possui derivadas parciais contínuas. 

Seja L a projecção de T sobre o plano Oxy. Designemos o domínio 
do plano Oxy limitado por L por D. 


Fig. 307 


Fig. 308 


Cortemos arbitrariamente D em n domínios elementares As, 
As»,. ..., sn. Tomemos em cada domínio elementar As; um ponto 
arbitrário Ra (so ME 

Corresponde ao ponto P, um ponto sobre a superfície 


M: [Es ni; F(Ê ny. 
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Tracemos o plano tangente à superfície no ponto M;. Tem por 


CD g a= fen n (eE) E non) (1) 


(ver § 6, cap. IX, t. I). Delimitemos sobre este plano o domínio Ag; 
tendo As; como projecção sobre o plano Oxy. Consideremos a soma 
de todas as áreas correspondentes Ag; 


n 
2 Ag;. 


i= 
O limite o desta soma quando o maior dos diâmetros dos 
tende para zero será, por definição, a área da superfície: 


n 
o= lim JX Ao, (2) 
diam Agi>0 i=1 
Calculemos agora a área da superfície. Desigaemos por y; o 
ângulo entre o plano tangente e o plano Oxy. Sabe-se de geometria 
analítica que (fig. 308) 
As; = Ag; Cos Y; 
ou - 
As; 


Ag; == q 
cos Yi (3) 


O ângulo Y: é também o ângulo entre o eixo Oz e a normal 
ao plano (1). Tendo-se em conta (1) e por aplicação da correspondente 
fórmula de geometria analítica, obtém-se: 


1 
cos y; = E NT s a 
vı + fe (eis ni) JF nEn n) 


Por conseguinte, TEANS 
= VA + fé Eo no) + fy Eio ni) As: 


Substituindo esta expresão na fórmula (2), tem-se: - 


EVITE (E n) + 12 (Es n) Asi. 


o = lim 
diam As; >0 i= 


Como o limite da soma integral do segundo membro desta última 
igualdade, é, por definição, o integral duplo 


dx dy, tem-se, por fim, 


[VA a 
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Tal é a fórmula que permite calcular a área da superfície z = f (x, )). 
Se a equação da superfície é dada sob a forma 


x= u (y, z)oumelhor y = y% (x, 2), 
as fórmulas correspondentes do cálculo da área transformam-se em 


-V Ee o 


0z 


J VE ee E 


dz 


onde D' e D” são PORNA dos planos Oyz e Oxz sobre os quais se 
projecta a superfície dada. 


Fig. 309 


"Exemplo — 1. Calcular a área da esfera 
z2- y2 z2 = R2. 
Resolução — Calculemos a área do hemisfério superior 


VA foral VR: — gA md y? 
(fig. 309). Tem-se: 


ôz É» 
RR EE TEN, 
oz i y 
TO aN VR—r— y2 ` 


Por conseguinte. 


4 dz 2 dz 2 TÁ R2 R 
/ asa ——— = [> 
y 1+( ôx ) +( dy ) Req —y2 VR—2—yà 


donde 
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O domínio de integração é determinado pela condição 


22+y2 < R2 


Logo, em virtude da fórmula (4), tem-se: 


Para 


R 


Sms Ra 


calcular este 


R 


=R 


S S oye 


V R2—x2 


— VR2-x2 


dy) dz. 


integral duplo, passemos a coordenadas 
A equação da fronteira do domínio de integração torna-se, então, em p = R. 
Por conseguinte, 


2x 


= eap) do = Alea A dO =2R 


2x 
=2R | RdO =4nR?, 
0 


Exemplo —2. Achar a área da parte do cilindro 


cortada pelo cilindro 


22 y2=q? 


12 4+22=q2, 


2x 


0 
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polares. 


f R dO=4mRê. 


Resolução — Na figura 310 tem-se representado a oitava parte da super- 


VE 


O domínio de integração é o quarto de círculo da equação 


fície em questão. A equação da superfície é 


v= VEA, 


Vita EDP Es] La 


4z <a, 2>0, 2>0. 


Por conseguinte, 


13 


Vaz—xê 


va: 
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§ 8. Densidade de distribuição de matéria e integral duplo 


Suponhamos, distribuído num domínio D uma certa matéria, 
de modo que cada unidade de área deste domínio contenha uma certa 
quantidade desta matéria. Falaremos no seguimento da distribuição 
de massa, se bem que os raciocínios que se seguem, sejam válidos 
quando se trata de distribuição de carga eléctrica, de quantidade de 
calor, etc. 

Consideremos um elemento de área arbitrário As do domínio D. 
Seja Am a massa da matéria distribuída sobre este elemento. Chama-se, 
então, à relação a densidade superficial média da matéria no 
domínio As. } 

Suponhámos agora que a área As se encerra em volta do ponto 


P(x, y). Consideremos o limite lim a Se ele existir, dependerá, 
As>0 

em regra. da posição do ponto P, isto é, das coordenadas x e y. 

É, pois, uma função f(P) do ponto P. Chamaremos a este limite den- 


sidade superficial da matéria no ponto P: 


lim OL = H(p=f(e, 9). (1) 
As>0 sS 

Assim, a densidade superficial é uma função f(x, y) das coorde- 
nadas do ponto considerado no domínio. 

Inversamente, supomos dado no domínio D a densidade super- 
ficial duma certa matéria como funcão contínua f (P) = f(x, v); pede-se 
para determinar a quantidade total de matéria M contida em D. 
Cortemos o domínio D em áreas parciais As; (i = 1,2,..,n)e 
tomemos em cada área um ponto P;;f(P,) representa, então, a 
densidade superficial no ponto P; 

O produto f (P,) As; representa, então. a menos de um infini- 
tamente pequeno de ordem superior, a quantidade de matéria contida 


na área As; e a soma 
n 


3 FP As: 
i=1 
exprime anroximadamente a quantidade total de matéria distribuída 
no domínio D. Ora, é uma soma integral para a função f(P) em D. 
Obtém-se um valor exacto passando a limite quando 
Por conseguinte (*), 


M= lim Sj(P)As= [$ (P) d= $$ fle, Ddrdy, (B 


As; >0 i==1 D D 


(*) A espressão As; => O significa, aqui, que o diâmetro do elemento de 
área As; tende para zero. 
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isto é, que a quantidade total de matéria no domínio D é igual ao. 
integral duplo sobre D da densidade f(P)=f(x, y) desta matéria. 


Exemplo — Determinar a massa duma placa circular: de raio R, sabendo 
que a densidade superficial f(x, y) do material em cada ponto P(x, y) é 
proporcional à distância do ponto (x, y) ao centro do círculo: 


fa, y) =k Very 
Resolução — De acordo com a fórmula (2), tem-se: 


M= w k V12+y? da dy, 


“onde o domínio de integração D é o círculo z?-+ y? < R2. 
Passando a coordenadas polares, obtém-se: 


R 
T R3 2 
m=k\ A pp do) dO = k2n —— = knk. 
00 


§ 9. Momento de inércia duma figura plana 


Chama-se momento de inércia 7 dum ponto material M de 
massa m em relação a um ponto O ao produto desta massa m pelo 
quadrado da distância r do ponto M ao ponto O: 


D= mr 


O momento de inércia dum sistema de pontos materiais m, 


mo, ... Ma em relação a O é a soma dos momentos de inércia 
dos diversos pontos do sistema: 
n 
2 
[= Sa Miri. 


i=1 


Determinemos agora o momento de 
inércia duma figura material plana D. 

Suponhamos D contido no plano Oxy. 
Determinemos o momento de inércia desta 
figura em relação à origem O supondo a 
densidade superfcial constante e igual à 
unidade. 

Cortemos D em áreas elementares AS; (i = 1,2,..., n) fig. 311). 
Tomemos em cada elemento de área um ponto P; de coordenadas E;, 
n:- Chamamos momento de inércia elementar AZ, da área AS, ao 
produto da massa AS; pelo quadrado da distância 7) — E? + nÊ: 


AI, = (Ei +n?) AS; 


Fig. 311 
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- e formemos a soma de tais momentos: 


n 


y (Ei +mnj) AS:. 


A 
Ela define uma soma integral para a função f(x, y) = x + y? 
no domínio D. 


Definamos o momento de inércia da figura como limite desta 
soma integral quando o diâmetro de cada elemento AS; tende para zero: 


n 


I= lim  ® (Ẹ +n? AS. 


diam AS;—>0 i=1 
Mas o limite desta soma é o integral duplo i i (2 +) X dx dy. 


Por conseguinte, o momento de inércia da figura D, em relação à 
origem das coordenadas, é 


= $ È (2º + y’) da dy, (1) 


D 
sendo D o domínio definido pela figura plana dada. 
Os integrais 
Iss= Í | y’ dz dy, (2) 
D 


Ij =N Ne dedy (3) 


chamam-se, respectivamente, os momentos de inércia da figura D em 
relação aos eixos Ox e Oy. 


Exemplo — 1. Calcular o momento de inércia do círculo cheio D de 
raio R em relação ao seu centro O. É 


Resolução — Segundo a fórmula (1), tem-se: 


To= f | 2+ de ay. 
D 


Passando a coordenadas polares 0, p, a equação deste círculo trans- 
forma-se em 


p=R, 
Logo 


Nota — Se a densidade superficial y não é igual à unidade mas 
é uma função de x e y, isto é, y = y (x, y), a massa de área AS; será 
igual, a menos de um infinitamente pequeno de ordem superior, a 


INTEGRAIS MÚLTIPLOS 197 


Y (Ei, n:i) AS; e o momento de inércia duma figura plana em relação 
à origem se transforma em 


lg= L | p(z, y) (1º + y’) de dy. (1) 


Exemplo — 2. Calcular o momento de inércia da figura material plana D 
limitada pelas curvas yê=1— 27; 2=0, y=0 em relação ao eixo Oy, sabendo 
que a densidade superficial em cada ponto é igual a y (fig. 312). 


Resolução. 
do Va 1 Vi—x 
2 e da = 
Iya ( , ya dy) de= 7 t= 
Ó 0 0 0 


us 
2 


1 
E Pr e Es tiro 
= (ata z) de= + 
0 


Elipse de inércia — Determinemos o momento de inércia duma 
figura plana D em relação a um certo eixo OL passando por um 


Fig. 312. 


ponto O que tomamos para origem das coordenadas. Seja q O angulo 
formado pela recta OL com a direcção positiva do eixo Ox (fig. 313). 
A equação normal da recta OL é 


a sèn p — y cos p = 0. 
A distância r dum ponto qualquer M (x, y) a esta recta é igual a 


r= |z sėn ọ — y cos q |. 
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O momento de inércia 1 da figura plana D em relação à recta OL 
é. por definição, 


I= Í Í r dz dy = WAC sèn ọ — y cos q) dz dy = 
D D 
= sen q Í f z? dz dy — 2 sen ẹọ cos ọ $ f zy dz dy + cos q $$ y” dx dy. 
D D D 


Por conseguinte, 

I= Fy sen” q — 21 xy sen q cos q + Tax cos” q, (4) 
onde 1,y = 4 f x? dx dy é o momento de inércia da figura em relação 
ao eixo y e lyx = si y? dx dy o momento de inércia em relação ao 
eixo x; pusemos, além disso, Ixy = ($ xy dx dy.Dividamos todos os 

D 


termos da igualdade (4) por Z; obtém-se: 


2 ; 
Era (E) o: ata sèn p ) x 
VI VI 
cos q sén q Yº 
(88) n (eY. 
vI SX VI 


Tomemos sobre o eixo OL um ponto 
A (X, Y) tal que 


(5) 


pass 


VI 


Corresponde a diversas direcções OL, 
; isto é, a diversos ângulos y, diversos valores 1 
e logo diversos pontos 4. Procuremos o lugar geométrico dos pontos 4. 
Obtém-se, evidentemente, 


Fig. 314 


1 1 
X = —=cosq, Y = — sen ọ. 
VI VI 


Em virtude da igualdade (5), as quantidades X e Y estão ligadas 
entre si pela relação 


E O O di E (6) 


O lugar geométrico dos pontos A (X, Y) é, pois, a curva do 
segundo grau (6). Mostremos que é uma elipse. 
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Tem-se a igualdade seguinte, chamada de Bouniakovsky (*) 


(matemático russo): 


03 xy dx dy pe (55 q dy dy) (S y dz dy ) 
o a 


Assim, o descriminante da curva (6) é positivo, o que mostra 
que é uma elipse (fig. 314). Chama-se elipse de inércia. A noção de 
elipse de inércia é fundamental em mecânica. 

Notemos que os comprimentos dos eixos da elipse de inércia e 
a sua disposição no plano dependem da forma da figura plana dada. 
Como a distância da origem das coordenadas a um ponto arbitrário 4 


== Fey > 0. 


(*) Para demonstrar a desigualdade de Bouniakovsky, consideremos a 
desigualdade evidente: 


A U (£, v) —Aọ (2, y)]? dz dy> 0, 
D 


onde à é uma constante. A igualdade não é possível senão quando f(x, p 


É 
— ^ọ (x, y) = 0, isto é, se f(x, y) = Ap (x, y). Se sz suposer que Mer Mispoonstoh, 
, 
ter-se-á sempre uma desigualdade. Obtém-se, pois, desenvolvendo os parêntesis 
sob o sinal de integral: 


f f Ja (2; y) da dy—2A Í f f(x, y) 9 (7, y) dx dy + 
D D 


+42 ( È g2?(z, y) dz dy >0. 
D 


Consideremos a expressão do primeiro membro como função de à. É um 
polinómio do segundo grau que não se anula: as suas raízes são, pois, com- 
plexas, o que implica que o descriminante formado com os coeficientes do 
polinómio do segundo grau é negativo, isto é, que 


(4 f fọ dz dy)’— $ f 2 dzdy Í | q? dz dy < 0 
D D D 


5 2 EA a À 
A (4 f azan) <| fraca) fo dz dy 
D D D 
É a desigualdade de Bouniakovsky. 
z 
No nosso caso, f(z, y)=z, Ọ (x, m=y, Eh const. 


A notável desigualdade de Bouniakovsky intervém. constantemente, em 
matemáticas. Em muitas obras chama-se injustamente desigualdade de Schwarz. 
Bouniakovsky publicou-a (bem como outras desigualdades importantes) em 1859 
e Schwarz em 1875. 
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1 
da elipse é igual a VT’ onde 1 é o momento de inércia da figura 


relativamente ao eixo OA, ao construir-se a elipse, calcula-se facilmente 
o momento de inércia da figura D em relação a uma recta qualquer 
que passe pela origem das coordendas. Em particular, é fácil de ver 
que o momento de inércia da figura é mínimo em relação ao eixo 
maior da elipse e máximo em relação ao eixo menor. 


§ 10. Coordenadas do centro de gravidade duma figura plana 


Indicamos no $ 8 do capítulo XII (tomo 1) que as coordenadas 
do centro de gravidade do sistema de pontos materiais P}, P,, ..., P, 
de massas my, Mə, ..., ma eram dadas pelas fórmulas 


A E e aim, (1) 


Determinemos agora as coordenadas do centro de gravidade duma 
figura plana D. Cortemos estas figuras em áreas elementares muito 
pequenas AS;. Se se suposer que a densidade superficial é igual à 
unidade, a massa do glemento parcial será igual à sua área. Além 
disso, se se suposer, em primeira aproximação, que toda a massa da 
área elementar AS; está concentrada em qualquer um dos seus pon- 
tos P; (E;, n:;), poder-se-á assemelhar a figura D a um sistema de 
pontos materiais. Em virtude das fórmulas (1) as coordenadas do centro 
de gravidade da figura serão, então, determinados aproximadamente 
pelas igualdades: 


Te = 


i=n i=n 


2 E: AS; à n: AS; 
LX 1 pn, 


> AS; ba AS; 


i=1 i=1 


No limite, quando AS, — 0, as somas integrais dos numeradores 
e dos denominadores definem os integrais duplos e obtemos fórmulas 
exactas para o cálculo do centro de gravidade duma figura plana: 


1] zdz dy SÍ y dedy 

ET E Ye = ~. 2 
f j de dy E (2) 
D D 
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Estas fórmulas, que foram estabelecidas para uma figura plana 
de densidade superficial igual a um, subsistem para uma figura cuja 


densidade fosse uma constante y. 7 
Se a densidade superficial é variável: 


v = y (7, y) 
as fórmulas correspondentes tomam, então, a forma 


Í y (z, y) y dz dy 
Fila y) dedy ` 


D 


ff yŒ, v) zde dy 


D ; Ye = 


ff p(z, y) dz dy ’ 
D 


Le = 


As expressões 
M, = (f p(z, y) zde dy 


D 


5 M, = į Í y (z, y) yda dy 


D 


são chamadas momentos estáticos da figura plana D em relação aos 


eixos Oy e Ox. i i 7 
o integral W y (x, y) dx dy exprime a massa da figura considerada. 


Fig. 315. 


Exemplo — Determinar as coordenadas do centro de gravidade dum quarto 
de elipse (fig. 315) 
a a 
a p2 


supondo a densidade superficial igual a 1. 
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Resolução — Segundo as fórmulas (2): 
“br Vaz—az 
a 


a 


| ( | zdy) da LA qu 
0 


ae ù 
b yai F 1 a 
ai po — nab 
4 
ae 
Ú 0 
1 A 37 
aE A AI 
dp TA E EF 4a 
+ nab dm 
a — Vala 
DC Jo vayde 
se 0 rap 
Z mab a 


§ 11. Integrais triplos 


mn Consideremos um domínio V do espaço limitado por uma super- 
fície S. Seja f(x, y, z) uma função em que x, y, z são as coordenadas 
- Tectangulares dum ponto do espaço, definida e contínua em V e sobre 

a sua fronteira. Para fixar ideias, quando f(x, y, z)> 0, poder-se-á 
supor que esta função representa a densidade de distribuição duma 
certa matéria em V. 

Cortemos o domínio V arbitrariamente em domínios parciais Av;, 
onde Av; representará igualmente o volume do pequeno domínio cor- 
respondente. Tomemos um ponto arbitrário P; em cada Av; e designe- 
mos por f(P,) o valor da função f nesse ponto. Formemos a soma 


integral 
Ži f (Pi) Av; (1) 


e aumentemos o número de domínios parciais Av; de modo que os 
seus diâmetras tendam para zero (*). Se a função f(x, y, z) é contínua, 
o limite das somas integrais (1) existe (dá-se aqui, ao limite, o mesmo 
sentido que para os integrais duplos (**). Este limite, que não depende 
nem do modo da divisão do domínio V nem da escolha dos pontos P,, 
é designado pelo símbolo | { f (P)dv e chama-se integral triplo. 


(*) Chama-se diâmetro do domínio Av; à maior distância entre os pontos 
da sua fronteira. 

SRA A k , a 
: ( ) Não demonstraremos este teorema de existência do limite das somas 
pe g (teorema de existência de integrais triplos) que tem lugar para qualquer 
unção contínua num domínio fechade V (compreendendo a fronteira). 
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Tem-se, então, por definição 


lim 2 f (P:) Avi = [SS F (P) do 


diam 4v;>0 


195 HP) do= SSS Fm; Y, 2) dz dy dz. (2) 


Se se considera que f(x, y, z) é a densidade especial da distri- 
buição duma matéria num domínio V, o integral (2) dá a massa de 
toda a matéria que se encontre em V. 


§ 12. Cálculo dos integrais triplos 


Suponhamos que um domínio espacial (tridimensional) V limitado 
por uma superfície fechada S goza das seguintes propriedades: 

1. Qualquer paralela ao eixo Oz que passe por um ponto interior 
(isto é, não tangente à fronteira S) de V corta a superfície § em dois 
pontos; 
Z=W(Z,y) 


Fig. 316. Fig. 317. 


2. Todo o domínio inteiro V tem por projecção sobre o plano 
Oxy um domínio regular D (a duas dimensões): 

3. Qualquer parte de V obtida cortando V por um plano paralelo 
a um plano de coordenadas quaisquer (Oxy, Oxz, Oyz) goza igualmente 
das propriedades 1. e 2. 

Um domínio com três dimensões que goza das propriedades indi- 
cadas, dir-se-á regular. 

Tais são, por exemplo, a elipsoide, o paralelipedo recto, o tetrae- 
dro, etc. Dá-se um exémplo de domínio irregular a três dimensões na 
fig. 316. Neste parágrafo, apenas consideraremos domínios regulares. 
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Suponhamos ġue a superfície que limita o domínio V tem por 
equação na sua parte inferior z = x(x, y) e na sua parte superior 
z = y(x, y) (fig. 317). 

Vamos dar um processo de cálculo de um integral triplo Zy 
num domínio V para uma função de três variáveis f (x, y, z), definida 
e contínua em V. Suponhamos que a projecção D e V sobre o 


2 


plano Oxy é limitado pelas curvas 


TA (x), Y = qo (2), t= 4q, x= b. 
Tem-se, então, 
pala) P(x, y) 


b 
= 515 fz y delay) dz. (1) 
a qu(x) xx, y) 
Observemos que após integração em relação a z e substituição 
dos limites nos parêntesis de (1), obtém-se uma função de x e y. 
Resta, então, um integral duplo sobre D que 
se sabe integrar,. 


Consideremos um exemplo de cálculo dum 
integral triplo. 


Exemplo — 1. Calcular o integral triplo da 
função f(x, y, z) =zyz no volume V limitado pelos 


planos 
2=0, y=0, 2=0, «ty z=: 
y=0 T Resolução — Este domínio é regular. É limi- 
tado supzriormente e inferiormente pelos planos 
Fig. 318 z=0 e z=1—z—y e a sua projecção sobre o 


, se plano Oxy é um domínio regular D que é o 
triângulo limitado pelas rectas x = 0, y = 0, y = 1 — x (fig. 318). Por conseguinte, 


id P [ TR zyz ds | do. 


Introduzamos os limites de integração no integral duplo sobre o domínio D: 


1 i—x 1—x—y 
=| | [ | zyz de | dy | da = 
0 0 i 
1 1—x 2=1—x—y 


1 sa 1 
E a i 
=5 Í [ f zy (1—a—y)? dy | de= [E 0a d= T 
0 0 


Consideremos agora algumas propriedades dos integrais triplos. 
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i ínio V em dois domínios 
tiedade— 1. Se se cortar o domínio m 
V; e PE ns um plano paralelo a um plano de coordenadas re 
o integral triplo em V é a soma dos integrais triplos em V, e Və. 
A demonstração desta propriedade é análoga em todos os pontos 
dos integrais duplos. Não há lugar, pois, a repetição. 
Corolário — Qualquer que seja a divisão do domínio V em 
número finito de domínios Vı, Va ..., Vn » tem-se 
Iy = Iy, + Iv: + ... + Lya 
Propriedade — 2. (Teorema sobre a avaliação dum integral triplo). 
Sendo me M o mínimo e máximo valor de f(x, y, z) em V, tem-se 
a igualdade 
mV <Iy < MV, 


onde V é o volume do domínio dado e Iy o integral triplo de f(x, y, z) 


em V. 


Demonstração — Calculemos, em primeiro lugar, O integral interno 


Er e ( ) dz] do: 
i i = P : 
no integral triplo Iy a E A nr 
(x, y) y (x, y) x, y i 
E eg y 2) de < | Md=M Rio 
(x, y) RH y (x.y y(x, y 
a 4p (x, y) 
y(x, y) 


O integral interno não é, pois, ETT j o id Eta A 
=" . Por conseguinte, em virtude do teorema de 
Or A obtém-se (designando por D a projecção de V sobre 


o plano Oxy): 


Ip=ĵf pai et y, 2) dz] do <3 Í My (x, V) — 


D «(xy 


— y (z, y)]do = M j5 [p (z; y) — (x, yldo. 


é igual ao volume do domínio 


Mas este último integral duplo e Vi 2 


compreendido entre as superfícies z = x (X, 
ao volume do domínio V. Logo, tem-se 
Iy <- MV. 


Demonstra-se duma maneira análoga que Iy > mV. A proprie- 


dade 2 está, assim, demonstrada. 
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“Propriedade — 3. (Teorema da média). O integral triplo I, duma 
função contínua f(x, y, z) num domínio V é igual ao produto do 
seu volume V pelo valor da função num certo ponto P do domínio: 


b qo (x) lx, y) 
Iy=f$( f [f _/(æ, y, adzldy)dr=f(P)V. (2) 
a p: (x) xlx, y) 

A demonstração desta propriedade é análoga à da propriedade 
correspondente dos integrais duplos [ver § 2, propriedade 3, fórmula (4)]. 
RS agora, demonstrar o teorema sobre o cálculo dos integrais 
triplos. 


Teorema — O integral triplo duma função f (x, y, z) num domínio 
regular V tem por expressão 


á b p(x) Wlx, y) 
Siir v gav=f 1 LF fe, ya) delay) de. 
i a qulx) x(x, y) 


Demonstração — Cortemos o domínio V por planos paralelos aos 
planos de coordenadas em n domínios regulares: 


Ati A crana A 
Designemos, como acima, por Iy o integral triplo de f(x, y, 2) 
em V e por Ia», o integral triplo desta função no 'elemento de 
volume Av;. Pode-se escrever, em virtude da propriedade 1 (do seu 
corolário): ; 
Iy =A + IA, + nn H Aon. (3) 


Transformemos cada termo do segundo membro d 
fórmula (2): 8 , segundo a 


Iy =f (P,) Av, + f (P2) Amd... + F (Pn) Ada, (4), 


onde P; é um ponto de Av;. 

Tem-se, no segundo membro desta igualdade, uma soma integral. 
f (x, y, z) é, por hipótese, uma função contínua no domínio V e o 
limite desta soma, quando o maior diâmetro dos Av; tende para zero 
existe e define o integral triplo de f(x, y, z) em V. Obtém-se, pois, 
passando a limite na igualdade (4) quando o diâmetro Av; > O: ] 


Iy = SS ra, yY, z) dv, 


ou seja, ainda, 


55 fa, n a) do= f 


a qi) xx, y) 


px) p(x, y) 


EA Y, z) dz] dy) dz. 


O teorema está demonstrado. 
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Aqui z = x (x, y) e z = y (x, y) são equações das superfícies que 
limitam o domínio regular V inferiormente e superiormente. As curvas 
y= g (x), y= p (x), x=a, y= b delimitam o domínio D, projecção 
de V sobre o plano Oxy. 


Nota — Tal como para os integrais duplos, pode-se formar inte- 
grais triplos com ordens diferentes de integração em relação às variáveis 
e com outros limites, se porventura a forma do domínio o permitir. 


Fig. 319. 


Cálculo do volume dum corpo por meio dum integral triplo — Se 
a função a integrar é f(x,y, z) = 1, o integral triplo no domínio V 
exprime o volume V deste domínio: 


V = Í Í| | dz dy da. (5) 


v 
Exemplo — 2. Calcular o volume do elipsóide 


2 2 2 
T y Z 
Ria TS e 


Go pa Mo çê 


Resolução — O elipsóide (fig. 319) é limitado inferiormente pela "superfície 
SR ES SD 2 Z 
Ed pa pa aei e superiormente pela superfície z = c Va -5 a i 


á 2 2 
A projecção deste elipsóide sobre o plano Oxy (domínio D) é a elipse E + =l 
a 
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Tem-se, pois, reduzindo ao cálculo dum integral triplo: 


2 2 2 

oy TER V BE 

a a2 e 1 a2? b2 
59 2 2 2 
oyV BENE PETE 

d az e a2 b2 


a a 
E ga Nya 
=2e | f Vieca dz. 


Quando se calcula o integral interno considera-se x constante. Façamos 
a mudança de variável 


É ção SEN 
y =b ias sen t, dy=0 1—5 cost dt. 
A variável y vai d ca Ha j da 
y vai de — b 1— by 1—7 » Pois £ varia do 
T Sar 
a 3: Substituindo estes novos limites no integral, obtém-se: 
a 


r-e E] VEEE 


—a 


nw 
2 


ALE 
b dO x2 f x2 2 
X V e cos £ dt | de= 2eb lt) | cost tdi | az= 
-3 


AE 
2 

b f 4nab 

cbx nabe 

=- | armam) da = - 
—a 
Assim, 
vo £ nab 
= es 


Se a=b=c, obtém-se o volume da esfera: 
4 
V=— 3 
3 mas, 


§ 13. Mudança de variáveis num integral duplo 


1. Integral triplo em coordenadas cilíndricas — Chamam-se coor- 
denadas cilíndricas aos três números 6, p z que definem a posição 
num ponto P do espaço, sendo O e p as coordenadas polares da pro- 


"obtém-se: 
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jecção do ponto P sobre o plano Oxy e z a cota de P, isto é, a sua 
distância ao plano Oxy tomado com o sinal mais se o ponto se encontra 
acima do plano Oxy e com o sinal menos no caso contrário (fig. 320). 

Corte-se o domínio espacial dado V em volumes elementares 
pelas superfícies de coordenadas O = 0;, p = Pj; 2 = Zk (semi-planos 
que contêm o eixo Oz, cilindros circulares de eixo Oz, planos perpen- 
diculares a Oz). Um volume elementar é, então, um «prisma» curvilíneo 
(representado na fig. 321). A área da base deste prisma é igual, a menos 


+ 


Fig. 320 Fig. 324 


- de um infinitamente pequeno de ordem superior, a pAOAp, sendo a 


sua altura Az (omitimos os índices i, j, k para abreviar a escrita). Tem-se, 
pois, Av = pAGApAz. O integral triplo da função F (9, p, zZ) no domí- 
nio V escreve-se, então, 


I= Ss F(9, p, 2) p dO dp dz. (1) 


Os limites de integração são determinados pela forma do domínio V. 

Se o integral triplo de f (x, y, z) é dado em coordenadas rectan- 
gulares, é fácil dar a sua expressão em coordenadas cilíndricas. Com 
efeito, tendo em consideração que 


x= pcosð; y=psend; 2z=2, 


(SSF, y z) dz dy dz= Í | | F (0, p, 2) p do do dz, 
y v 
onde 
f (pcosð, psenO, z) = F (0, p, 2). 


Exemplo — Determinar a massa M dum hemisfério de raio R e de 
centro na origem das coordenadas, sabendo que a sua densidade F é propor- 
porcional em cada ponto (x, y, z) à distância deste ponto à base: F = kz. 


14 
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Resolução — A equação do hemisfério superior 
== VR—2— y2 
escreve-se em coordenadas cilíndricas 


O VRi—p2. 
Por conseguinte, 


w 


mx R VR2-p2 


Ap kzp dO dp da= | [f ( | kz dz) p dp | do = 


0 0 0 


em IR VR2-p3 2n R 
kz2 k 
=| [| 3 pdp] dO = | [) 5 20%) pap | ao= 
090 0 00 
k e R4 R4 k R 
knR4t 
T2 f na uo=5 5 A 


2. Integral triplo em coordenadas cilíndricas. — Em coordenadas 
esféricas, a posição dum ponto P no espaço é definida por três números 


Fig. 322 Fig. 323 


©. r, y em que r é a distância do ponto à origem das coordenadas, 
chamado também raio vector do ponto, p o ângulo entre o raio vector 
e o eixo Oz e 6 o ângulo entre a projecção do raio vector sobre o 
plano Oxy e o eixo Ox calculado no sentido trigonométrico (no sentido 
contrário dos ponteiros de um relógio) (fig. 322). Tem-se, para qualquer 
ponto do espaço: 


o<r< o, 0P <1; 08 X< 2a. 
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Cortemos o domínio dado V em elementos Av por superfícies 
de coordenadas r = const. (semi-plano que passa pelo eixo Oz). A menos 
de um infinitamente pequeno de ordem superior, pode-se considerar que 
o domínio elementar Av é um paralelepípedo de arestas Ar, rAÃq, 
r sen 40. O volume elementar exprime-se, então, (ver fig. 323): 


Av =r" sén q Ar AO Aq. 
O integral triplo da função F (0, r, y) no domínio V, escreve-se 
I= $Í ff F(@è r, q)rsén q dr do do. (1°) 
y 
Os limites de integração são determinados pela forma do domínio V. 


Deduz-se, fàcilmente, da figura 323, as expressões das coordenadas 
cartesianas em função das coordenadas esféricas: 


x = r sen ọ cos®, 
y =r sen q senô, 
Z2=rcosq. 


A fórmula que permite passar de um integral em coordenadas 
cartesianas a um integral em coordenadas esféricas é, pois, 


SSS ra, y, 2) dx dy dz = 
= ((ff[rsenqcos0, rsen qsenO, rcosqy]r?sen q dr do dy. 
LA 


3. Mudança das coordenadas gerais num integral triplo — A pas- 
sagem de coordenadas cartesianas para coordenadas cilíndricas ou 
esféricas num integral triplo é um caso particular da transformação 
geral das coordenadas: no espaço. 

Suponhamos que as funções 


s=q(u, t, w), 


y=Ņ (u, t, w), 
z=y(u, t, w) 


representam biunìvocamente o domínio V em coordenadas cartesianas 
x, y, z no domínio V’ em coordenadas curvilíneas u, £ e w. 
Suponhamos que o elemento de volume Av do domínio V é 
representado pelo elemento Av’ do correspondente domínio V’ e seja 
Dio esp 
Av >o Av 
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Ei (ISIE, v, 9) dedy da= 
vV 
= fS f [p u, é, w), pu, t, w), y(u, é, w)lT| du dtdw. 
: 


Do mesmo modo que para os integrais duplos, aqui ainda 1 
se chama jacobiano da transformação; do mesmo modo que para os 
integrais duplos, mostra-se que o jacobiano está representado pelo 
determinante de terceira ordem: 


Assim, no caso de coordenadas cilíndricas: 


z= pcos0, y= psen ð, 2=z (p=u, 0=t, z= wW); 


cosð —psenð O 
I = |sen 0 pcosð 0|=p. 
0 0 1 


Em coordenadas esféricas: 
z= rsen qcos0, y =rsen qsen0, z=rcosq (r=u, p=t, 0 = w); 


sen pcosð rcosocos® — r sen psen 0 
I= |sengsenð rcososenð r sen q cos0 | = 7* sen q. 
cos q —rsen q 0 


§ 14. Momento de inércia e coordenadas do centro 
de gravidade dum corpo 


1. Momento de inércia dum corpo— Os momentos de inércia 
dum ponto material M(x, y, z) de massa m em relação aos eixos 
coordenados Ox, Oy, Oz (fig. 324), exprimem-se, respectivamente, pelas 


fórmulas TEER gata VR 
Iy = (a? TF 2) m, Jus (a? -— y’) m. 
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Os momentos de inércia dum corpo exprimem-se pelos integrais 
correspondentes. Assim, o momento de inércia dum corpo em relação 
ao eixo Oz exprime-se pelo integral Z, = Í Í f (z2 + y3) x y(x, 

14 
y, z) dx dy dz, onde y (x, y, z) é a densidade da matéria. 

Exemplo — 1. Calcular o momento de inércia dum cilindro circular recto 
de altura 2h e de raio R em relação a um diâmetro da sua secção média, 
sendo a densidade yo constante. 


Fig. 324 Fig. 325 


Resolução — Escolhamos um sistema de coordenadas como se segue: iden- 
tifiquemos o eixo Oz com o eixo do cilindro e tomemos a origem no centro 


de simetria (fig. 325). 
O problema reside em procurar o momento de inércia. do cilindro em 


relação ao eixo Ox: 
Tux = f f ( (y2 422) vo dz dy dz, 
14 


Passemos a coordenadas cilíndricas: 


o 2x R h 
T= f { f [| (22+ p2 sen? 0) de | pdp} dð = 
DO eh y 
2x: PR 
2h3 
E 
a 2h3 R2 
spi as ZhRa 
=»|{ AT A sent O | de= 


cf ns? 2hR4 q 2 Rº 
=Yo [Ep 2n+ Z x | = yonkR2 É iq é 
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2. Coordenadas do centro de gravidade dum corpo — Tem-se 
fórmulas análogas às do centro de gravidade das figuras planas dadas 
no § 8, cap. XII, tomo I; 


(ff zy(z, y, z) de dy dz 
r=; 
SiT y, 2) de dy dz 


IS vye, y, 2) da dy dz 


KEN PRAÇA Y, ER 


fff zy (z, y, 2) dz dy dz 


ZE | eee 
j 55 (o, y, 2) de dy dz 


onde y(x, y, z) é a densidade. 


Exemplo — 2. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 
metade superior duma esfera de raio R e de centro na origem. Considera-se 
constante a densidade Yo. 


Resolução — O hemisfério é limitado pelas superfícies 
z= VRay, z=0. 
A cota do centro de gravidade é dada pela fórmula 
( f | zyo dz dy dz 
EN EE 
f N Í vo dz dy dz : 
v 


Ze = 


Passando a coordenadas esféricas, tem-se: 


r cos prê sen q àr | aq) do 


= 
o 
tc 
FE 
ce sra 
FEA 
oen y 


n 
2x 2 R 
vo [LIL] sença Jao} a 
O O RO 
Rê 4 
Cro A 
=—; = R 
E a 3 
z TR 


Em virtude da simetria do hemisfério, tem-se, evidentemente, te=Vc=0). 


INTEGRAIS MÚLTIPLOS 215 


w——[N——>>———— 


§ 15. Integrais que dependem dum parâmetro 


Consideremos o integral seguinte, dependendo do parâmetro a: 
b 
I(o)= | f (£, a) dz. 
a 


(Considerámos tais integrais no 8 10, cap. XI, tomo 1). Indiquemos 
sem demonstração que se a função f(x, «) é contínua em relação a x 
no segmento [a, b] e em relação a a no segmento [an a], a função 


b 
I (a) = $ f (2, œ) dat 


é contínua no segmento [«ı, œz]. Poder-se-á, pois, integrar a função 1 (a) 
em relação a a no segmento [a as]: 


I (a) P (1 f(x, æ) de )do. 


A expressão do segundo membro é o integral duplo de f(x, a) 
no rectângulo correspondente do plano Oxy. Pode-se inverter a ordem 
de integração: 


æ, b b as 
É) (S fa, a) dede = $ (| f(x, a) da)dz, 


o que mostra que basta integrar em relação ao parâmetro a sob o 
sinal soma. Esta fórmula serve também para o cálculo de certos inte- 
grais definidos. 


Exemplo — Calcular 


oo 
e7aX eba 
z 


dr e SaO O> O). 
0 


Não se sabe calcular este integral por meio de funções elementares. 
Mas partamos do seguinte integral, fácil de calcular: 


f Udo = + (a >0) 
0 


Integrando esta igualdade de «=a a «a = b, obtém-se: 
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Mudando a ordem de integração, no primeiro membro, tem-se: 


co b 
f [4 ex da, | de=Log |; 
0 a 


Calculando o integral entre parêntesis rectos, obtém-se: 


w a bx b 
e T 
| L e dp lados, 
a 
0 


Exercícios 
Calcular os integrais (*): 


12 
T: f f (22 + y2) dz dy. Resp. E, 
0 4 
4 2 dua 
y dx 25 
Ze ! Ea 
| | Er Resp. Log Dal 
2xV3 
3. f y zy dz dy. Resp. oa 
1 œ 
2x a 
4. f r dr dð. Resp. ma. 
0 asen6 
a x d d 
z dy dz na E! 
5. | | z2 y2 Resp. CA A arc tg FT . 
0 x 
À a 
a 2y Las 
la 
6. dy. . 
f xydzdy Resp. JA 


e 


3 
. o a 2, 
p d9 dp Resp. 16 mb 


ota Ñ 


E 
[ce 


(*) Como indicamos mais acima, a ordem de 


Í (£, y) dzdyé a dos diferenciais, isto é, que 


Re 
Re A 


NL 


BEC pasmo] (Tre v) de ) dy. 
M K 


M K 


integração 


em 
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TAr ya a CORUE ii o 


10. 


14. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Definir os limites de integração para o integral | | f (z, y) dz dy, sendo 


D 
o domínio limitado pelas curvas: 


3 5 
2=2, 2=3, y=—1, y=5. Resp. | fre, y) dy dz. 
2 —1 
1 1—x2 
v=0, y=1— 22, Resp. f f f (£, y) dy dz. 
—1 0 
a Va?—x? 
a24y=aa Rep | | fE, dude. 
æ P 
—0 — Vaz-a2 
2 
9 1 14x2 
= — = g? 5 
y Tra! 22, Resp f | f(x, y) dy de. 
—1 x2 
a y+2a 
v=0, y=0, y=a, y=3—2a. Rep | È 4q, m)dedy. 
0 y 


Inverter a ordem de integração nos seguintes integrais: 


2 & 42 
| f (z, y)dydz. Resp. | | f (2, y) da dy. 

13 34 

1 Vx 1 V2 

| f iœ dayaz. rep. | [re v) dray. 

0 x3 v y2 

a V2ay—y? a a 

f | f(z, y)dzdy. Resp. f | f(x, y) dy dz. 
0 0 0 a— Vaza 

a Vi—x2 Ea 1 1— y2 

f f f (z, y)dydz. Resp. | f Í (£, y) dz dy. 

medo NO OVI 

1 1—y 0 Via 

f f f (©, y) dz dy. Resp. í | f (£, y)dy da + 
0 —- via SAR O 


| f (£, y) dy de. 
0 
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18. 


19. 


21. 


22, 


23. 


24. 


25. 


26. 


Calcular os seguintes integrais passando a coordenadas polares: 


eTa n 
a Vazia 


Rota 
| f Vaz ydydr. Resp. | f Va2— p? pdp do =5 a8. 
0 0 magi 


a Vał—y2 


x 
Ba 
(x2 + y2)dzdy. Resp.. y | p? dp d0 = nat 
0 0 0 0 


4 
n 
2a VZax—xà “2 2a cos O 
f f dydz. Resp. | | pdp do — SEL 3 
0 0 0 


Transformar os seguintes integrais duplos introduzindo as novas variáveis u 
e v, ligadas pelas fórmulas x = u — uv, y = uv: 


B e 
e Bx 1+8 1—v 
f Í (£, y)dy dz. Resp. f | f(u—uv, uv) u du dv. 
0 ax æ i0) 
1+4 
be 
b+c 1—v 


b o= 
| | Í (2, ydydz. Resp. | | f (u— uv, uv) u du dv- 
b 
+ f f f(u—uv, uv) u du dv, 
bo 


b+c 


Aplicação do integral duplo ao cálculo das áreas 


Calcular a área da figura limitada pela parábola y2=2x e a recta y = x. 
2 
Resp. 2 
p 3: 


Calcular a área da figura limitada pelas cuvas y? = 4ax, x + y = 3a, y = 0. 


Resp. N a2. 


Calcular a área da figura limitada pelas curvas. g*/2 4 y2 =a", 


2 
Resp. 4º. 
p z 
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27. Calcular a área da figura limitada pelas curvas y = sen x, y = cosx, x = 0. 
Resp. V2—1. 
2 
28. Calcular a área do arco da curva p = a sen 20. Resp. = 5 
29, Calcular a área limitada pela lemniscata p? = a?cos2ọ. Resp. a?. 


x2 y2 ao 2xy 
a2 =) E HA? 


30. Calcular a área da «boucle» da curva ( 


Indicação — Passar as novas coordenadas x = pa cos O e y= pb sen 0. 
a2b2 


Resp. E 


Cálculo de volumes 


Calcular os volumes dos corpos limitados: 


abe 
(tê æ 


31. Pelas superfícies Z4 +=, z=0, y=0, z=0. Rép. 
32. 2=0, 224 y2=1, r4+y+z=3. Resp. 37. 

33. («—1)24-(y— 1)2=1, zy=2, 2=0. Resp. m. 

34. x24 y2—2ar=Q, 2=0, 2214-y2=22, Resp. Es, 


35. y=22, 1=y2, 2=0, 2=12+4+y—<2, Resp. Ee 


Resp. 


36. Pelos planos coordenados, o plano 2x + 3y — 12 = 0 e o cilindro z =4 y2. 
Resp. 16. 
37. Pelo cilindro circular recto de raio a e cujo eixo se identifica com Oz, 


z Z T 1 
os plano ordenad lano —-—=1, Resp. a3 | —— =]. 
s planos co enados e o plano — + 1 esp. as (5 5) 


38. Pelos cilindros 22-+y2 =a?, «2-+22=a?, Rép. Sa, 


39. y2+z2=z, 2=y, 2=0. Resp. 5r s 
40. 224 y2+22=0?, x24 y2=R?, a > R. Resp. $ n [a8 — (V12 — R33]. 


41. az=724} y2, 2=0, %24 y2=2az, Resp. Š nas, 


42. p2=a2 cos 20, Ec n 2=0. (Calcular o volume interior do 
tcilindro.) Resp. F a3 (3n + 20—16 132). 


Áreas de superfícies 


43. Calcular a área da parte do cone x? + y? =z? cortada pelo cilindro 
z2? 4+-y2=2az, Resp. 2ma2 va. 

44. Carrlar a área da parte do plano x +y +z=2a que se encontra no 
primeiro triedro formado pelos eixos coordenados e limitada pelo cilindro 


pe Ra 
x2+y2=a2. Resp. S 1/5 
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45. Calcular a área do segmento esférico (do pequeno), sendo o raio da esfera a 
e o raio da base do segmento b. Resp. 2x (a2—a Vaz—b?). 
46. Calcular a área da parte da esfera x2 + y2-+ z2 = a2 que é cortada pelo 
2 2 E T 
cilindro += (a >b). Resp. 4ma? — 84? — arc sen Vai 
a 


47. Achar a área da superfície do corpo que é formado pela intersecção de 
dois cilindros 72--y2=a2, y24+z2=a2. Resp. 1642. 


48. Calcular a área da parte da superfície do cilindro x2 + y2 = 2ax compreen- 
dida entre o plano z=0 e o cone x2 + y? = z2. Resp. 8a2. 


Calcular a área da parte da superfície cilíndrica x2 + y2 = a? compreendida 
entre os planos z = mx e z=0. Resp. 2ma?. 


50. Calcular a área da parte do parabolóide x2 + z2 = 2ax compreendida entre 


49 


o cilindro parabólico y? = ax e o plano x= a. Resp. 5 na? (3 V3—1). 


Massas, centro de gravidade e momento de inércia 
de figuras planas 


(Suporemos, nos problemas 51 a 62 e no problema 64, que a densidade 
superficial é constante e igual a 1) 


51. Qual é a massa de um disco circular de raio a sabendo que a densidade 
em cada ponto P é inversamente proporcional à distância ao centro 
(designar-se-á por K o coeficiente de proporcionalidade). Resp. raK. 


Calcular as coordenadas do centro de gravidade dum triângulo equilátero. 
Identificar-seá o eixo Ox com a altura e o vértice com à origem. 


aV3 
3 


52 


. 


Resp. z= 


+ Y=0. 


53. Encontrar as coordenadas do centro de gravidade dum sector circular de 
raio a. Identificar-seá a bissectriz do ângulo ao centro (2a) com o 


2a sen a 


eixo Ox. Resp. Ega A Ye =0. 
[94 


54. Encontrar as coordenadas do centro de gravidade do semi-círculo superior 
da equação x? + y? = a?. Resp. Ze=o0, peço. 
JL 


55. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da área definida por um 
arco de cicloide x = a (t — sent), y = a (1 — cos t). Resp. te=ax, pode ; 
56. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da área da «boucle» da 


curva p? = a? cos20. Resp. z= sa V3 ntem 0: 


8 
57. Achar as coordenadas do centro de gravidade da área interior à cardióide 
=a(1 + cos6). Resp. x = =. vc =0. 


58. Calcular o momento de inércia da área do rectângulo limitado pelas 
rectas x=0, x=a, y=0, y=b em relação à origem de coordenadas. 


Resp. S > 
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: ê x2 id 
59. Calcular o momento de inércia da elipse e a 


a) em relação ao eixo Oy; 
b) em relação à origem de coordenadas. 
nab 


3 
Resp. a) =< 40) Ti (a2 4 b2). 


60. Calcular o momento de inércia do círculo cheio p = 2a cos0 em relação ao 


pólo. Resp. Š mas, 


6i. Calcular o momento de inércia da área da cardióide p =a(i — cos0) em 


A 35nat 
relação ao pólo. Resp. 16 


62. Calcular o momento de inércia do disco (x—a)? + (y — b)? = 2a% em relação 
ao eixo Oy. Resp. 3a. 

63. A densidade em cada ponto duma placa quadrada de lado a proporcional 

i à distância deste ponto a um vértice do quadrado. Calcular o momento 

de inércia da placa em relação a um lado que passa por aquele vértice. 


z 


Resp. ag tas [7 V2+3Log (V2+1)], onde k é o coeficiente de pro- 


porcionalidade. i A 
64. Calcular o momento de inércia da área da figura limitada pela parábola 
Í 3 
ão à = — as 
y2=ax e a recta x=a em relação à recta y = — a. Resp. = ul. 


Integrais triplos 


dz dy dz 
65. Calcular | | ETETEN 


limitado pelos planos coordenados e o plano x +y+z=l1. 


sabendo que o domínio de integração é 


Log2 5 
Resp. n ai 


x 


a y é 
a 
66. Calcular | { | [4 TYZ az] dy | dx. Resp. a 
Oi IB TO 


67. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x? +y? + 2º = 4€ 0 


19 
parabolóide x? + y? =3z. Resp. T m. 


i momentos de inércia 
68 (*) Calcular as coordenadas do centro de gravidade e os e : e g 
da pirâmide formada pelos planos z=0, v=0, 2=0; dE] ql. 


a b Cc. abc _b3ac c3ab 

Ref tor e po 7 deco e duo a 1 MS 
Se (aê pao) 

69. Calcular. o momento. de inércia dum cone circular recto em relação ao 


seu elxo. Resp. — 4 onde h ca altura e r o do ase. 
F Talo círculo da b: 
i 0 nh , 


(*) Nos problemas 68, 69, 72 e 73 supõe-se que a densidade é cons- 
tante e igual à unidade. 
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70. Calcular o volume limitado pela superfície de equação (12 4-y24-22)2= a3z. 


Resp. : ras, 
74. Calcular o momento de inércia dum cone circular em relação ao diâmetro 


hr2 
o (2h24 372). 


TEA Calcular as coordenadas do centro de gravidade limitado por uma. esfera 
de raio a e um cone de ângulo no vértice 2a, coincidindo o vértice com 


da sua base. Resp. 


E 3 $ 
o centro da esfera. Resp. z, =0, ye=0, ze= g a (1+ cos æ) (identificou-sei 
o eixo do cone com o eixo Oz e colocou-se o vértice na origem). 


73. Calcular as coordenadas do centro de gravidade do corpo limitado por 
uma estera de raio a e por dois planos que passam pelo centro e formam 


A 9 
um ângulo de 60°. Resp. P=T7 ™ 0=0, p=5 (a recta de intersecção 


dos planos foi tomada para o eixo Oz, o centro da esfera serviu de origem 
de coordenadas esféricas p, ©, q). 


o 
74. Sirva-se da igualdade CA aa 1 eT da (a œ> 0), para calcular os 
Ve Va} | 
oo ' oo Raso man 
BURANE ( cos zdz A pe x dx id TA ER 
EE EAT 3 E 


Capítulo XV 
INTEGRAIS CURVILÍNEOS E INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 


$ 1. Integral curvilíneo 


Consideremos um ponto P(x, y) movendo-se sobre uma curva 
plana L dum ponto M a um ponto N. O ponto P é solicitado por 
uma força W que varia em grandeza e em direcção quando P se desloca, 
isto é, que ela é uma função das coordenadas de P: 


F= P(P). 


Calculemos o trabalho A da força quando o ponto é deslocado 
de M para N (fig. 326). Cortemos para esse efeito a curva MN em n 
partes arbitrárias pelos pontos Mo =M, Mi, Me, ..., M, = N par- 


T; TAr. T 


Fig. 326 


tindo de M para N e designemos por As; o vector M;M ;.,,. Designemos 
por F,a intensidade da força W no ponto M. Pode-se, então, consi- 
derar que o produto escalar W;As; representa aproximadamente o 
trabalho F ao longo do arco M;M;,1: 
4; xF ;ÃS ie 
Seja 
F=X (z, yi +Y (zx, y)j, 


224 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


em que X (x, y) e Y (x, y) são as projecções do vector F sobre os 
eixos Ox e Oy. Designando por Az; e Ay; os acréscimos das coorde- 
nadas x; e y; quando se passa de M, a M;+1, obtém-se: 


As; = Ax;d + Ay J: 
Por conseguinte, 
F:As; = X (z;, yi) Ax; + Y (x, vi) Ay. 
O valor aproximado do trabalho 4 da força F ao longo da 
curva MN é 


Am à FiAs;= 2 [X (x; yi) Ax: +Y (zi, vi) Ayi]. (1) 
= i= 


Sem fazer raciocínios rigorosos, indiquemos atendendo que se 
o limite da expressão do segundo membro existe quando As; —0 (é, 
então, evidente que Az; — 0 e Ay; — 0), ele exprime o trabalho da 
força F ao longo da curva L entre os pontos M e N: 


= lim > [X (x, y) Ari +Y (x, vi) Avi). (2) 
x; >0 i=1 
Ayi >0 


O limite(*) do segundo membro chama-se integral curvilíneo 
de X (x, y) e Y (x, y) ao longo da curva L e é designado por 


A= | X (z, dz +Y (x, y)dy (3) 


ou 
(x) 
a= pae y) dz + Y (x, y) dy. (37 


M. 


Encontra-se muitas vezes limites de somas (2) em matemáticas 
e física, sendo X (x, y) e Y (x, y) funções de duas variáveis no domínio D. 

As letras M e N no integral (3) foram postos entre parêntesis 
para indicar que não são números mas os extremos da curva na qual 
é estendido o integral curvilíneo. O sentido de M e N ao longo da 
curva diz-se sentido de integração. 


* Dá-se aqui ao limite da soma integral o mesmo sentido e para 
o integral definido, ver $ 2, Cap. XI, t. I. dr 
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Se L é uma curva empenada, define-se duma maneira análoga 
o integral curvilíneo das três funções X yr) Y(% 7,2. Z(X, 2) 


{ Xtz, y, )de+Y(x, y, zdy +Z (z, y, z) dz = 
L 


n 
= lim DX (£a, Yr Za) Ata + Y (Er, Yas Za) An + 
ANR>0 R—1 
Ayk=>0 
Azk >0 
+ Z(E, Yrs Zr) Azk. 
A letra L sob o sinal soma indica que o integral é estendido 
à curva L. 
Indiquemos duas propriedades do integral curvilíneo. 


Propriedade — 1. Um integral curvilíneo é definido pela expres- 
são sob o sinal soma, a forma da curva de integração e o sentido 
de integração. 

O integral curvilíneo muda de sinal ao mesmo tempo que o 
sentido de integração, dado que o vector As e, por conseguinte, as 


suas projecções Ax e Ay mudam de sinal. é 


Propriedade — 2. Cortemos a curva L em E 4 
duas partes L, e L. de modo que MN = f 
=M KN (fig. 327). Resulta, então, directa- 
mente da fórmula (1) L, 
(N) (Kx) : 
(X de Y dy= ) Xde+ M 
(M) (M) 
(N) 
+Y dy+ | Xdr+Y dy. Fig. 327 
(x) 
Esta relação é válida qualquer que seja o número de arcos 


parciais. 
Indiquemos ainda que o integral curvilíneo conserva o seu sentido 
quando a curva L é fechada. 
A origem e a extremidade da curva coincidem, então. Já não se 
(N) 


pode escrever no caso duma curva fechada ( Xdr--Y dy, mas 
(M) 


{ X dz + Y dy e será preciso indicar, forçosamente, o sentido de 
L 


percurso ao longo da curva fechada L. Designa-se também frequente- 
mente um integral curvilíneo sobre uma curva fechada L pelo símbolo 


¢ X dr HY dy. 
L 
Nota — Fomos conduzidos à noção de integral curvilíneo consi- 


derando o problema do trabalho duma força #7 sobre um percurso 
curvilíneo L. 


15 
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Considerava-se, então, que a força F era uma função vectorial 
das coordenadas do ponto de aplicação (x, y); as projecções do vector 
variável W sobre os eixos de coordenadas são iguais às funções escalares 
(isto é, numéricas) X (x, y) e Y (x, y). Pode-se, pois considerar um 


integral curvilíneo da forma i X dx + Y dy como integral da função 


vectorial F dada pelas suas componentes X e Y. . 
O integral da função vectorial F sobre a curva L é designado 
pelo símbolo 


J Eds. 


Se o vector W é determinado pelas suas componentes X, Y, Z, 
este integral escreve-se 


f X dz +Y dy + Zdz. 
L 


Em especial, se o vector se encontra no plano Oxy, o integral 
deste vector reduz-se, então, a 


f Xdr HY dy. 
L 


Quando o integral curvilíneo duma função vectorial é estendido 
a uma curva fechada L, chama-se ainda a circulação do vector K 
sobre o contorno fechado L. 


§ 2. Cálculo do integral curvilíneo 


Propomo-nos, neste parágrafo, precisar a noção de limite da 
soma (1) 8 1 e, do mesmo modo, teremos precisada a noção do inte- 
gral curvilíneo e indicaremos um processo de cálculo. 

Suponhamos a curva L dada sob 
a forma paramétrica: 


=q(t), y= (ċ). 


Consideremos o arco de curva MN 
(fig. 328). Sejam « e 8 os valores do 
parâmetro correspondente nos pontos 
M e N. Dividamos o arco MN em par- 
tes As; pelos pontos Mı (x, yı), M: (Xz, 
Fig. 328 Y), o Mn (ns Yn) e façamos z; = 
= q (ti), y =Y (ti). 


Consideremos o integral curvilíneo definido no parágrafo anterior 


| X (z, y)dz +Y (x, y)dy. (1) 
L 
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Enunciemos, sem demonstrar, um teorema sobre a existência dos 
integrais curvilíneos. Se as funções p(t) e y(t) forem contínuas e pos- 
suirem derivadas contínuas g (t) e y’ (t) sobre o segmento [o, B] e se 
as funções de t X [p (À. y H] e Y [p (, y(i] forem contínuas sobre 
segmento, os limites existem, 


lim $ X (zı, y:) Az; = Í X (z, y) dz, 
Ax; >0 i=1 (2) 


lim > Yí(z, y Wi) Ayi = f Y (£s y) dy 


sendo x; e y; as coordenadas dum ponto do arco As;. Estes limites que 
não dependem do modo da decomposição da curva em arcos parciais 
As; quando As; — 0, nem da escolha do ponto M; (x;, y;) sobre o 
arco As;, chamam-se integrais curvilíneos e designa-se-los por 


lim X, X (@p y) Ari | X (z; de, a 
L 


Ax; >0 i=1 


lim 3 Y(x;, Yi) Ay = (x, y)dy. 
Ay;j>0 i=1 
Nota — Resulta do teorema que tendem também para este mesmo 
limite (isto é, para o integral curvilíneo) as somas definidas no parágrafo 
anterior, onde os pontos M; (x;, y:) são as extremidades do arco As;, 
sendo arbitrária a decomposição de L em arcos parciais. 
O teorema que acaba de ser formulado dá um processo de cálculo 
dos integrais curvilíneos. 
Assim, por definição: 
(N) 
( X(z, yde= lim Sg 


(M) Ax;>0 i=1 


Yi) Azi, (3) 


onde 
Az; = £; — ti = q (ti) — q (tis). 
Apliquemos a fórmula dos acréscimos finitos de Lagrange 


Ari = o (t) — P (ti) =P i) (h — tia) = (1) Atn 


sendo t; um certo valor de t compreendido entre os valores t,., 
e t;. Sendo o ponto x;, y; arbitrário sobre o arco As;, escolhamo-lo 
por forma a que as suas coordenadas correspondam ao valor do 
parâmetro T; : 


zi =)  n=W(ti. 
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Substituindo os valores encontrados de z;, y; e Ax; na fórmula (3), 
encontra-se: 


(x) n. 
| X(z, de= lim X X [ọ (t) (r)] p (ti) Ati. 
(M) At; >0 i==1 
O segundo membro representa o limiie de uma soma integral 
para a função contínua: de uma só variável X [y (£), y (©)] y(t) sobre o 
segmento [«, £]. 
Por conseguinte, este limite é igual ao integral definido desta 
função: 
(x) B 
| X(x, y) de= | X [p (t), (Og (£) dt. 
S œ 


(M) 


Duma maneira análoga, obtém-se a fórmula 
(x) 


B 
do Kdy = Po (8, N (0) de. 


Somando membro a membro estas igualdades, obtém-se: 
(N) 
| Xiz, y)dr+ Y (z, y)dy= 


(M) 
B 


= Xe (o, p (Oo (o + Y et), p (Jp (0) dt. (4) 


Tal é a fórmula que permite calcular um integral curvilíneo. 
Calcula-se do mesmo modo o integral curvilíneo 


{ Xdx +Y dy +Zdz 


ao longo duma curva empenada definida paramètricamente: x = ọ (t), 
y= OEO.: 


Exemplo — 1. Calcular o integral curvilíneo a respeito das funções 
x3, 3zy? — x?y (isto é, sobre a função vectorial x3i-i 3:/2j--r2yk) ao longo 
do segmento de recta que vai do ponto M (3, 2, 1) ao ponto N ( 0, 0, 0) (fig. 329). 


Resolução — Para encontrar as equações paramétricas da recta de inte- 
gração, escrevamo-la sob a forma: 


x 


ST 


Z 


y ý 
pse 


Designando por t o valor comum destas relações, obtém-se a equação 
paramétrica da recta: 
é 1=3t, y=2t, s=tL. 


Corresponde à origem do segmento MN o valor do parâmetro t=1 e 
à extremidade o valor t= 0. Encontra-se, facilmente, as derivadas de x, y, z 
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em relação a t (tem-se necessidade para calcular o integral curvilíneo): 
2=3, W=>2 m=1. 
Calcula-se, agora, o integral curvilíneo proposto com a ajuda da fórmula (4): 
o) per 0 
x3 dx | 32y2 dy — v2y dz = | [(30)3.3+3t (21)2.2. — 


(M) 1 
0 


4 
— (34)? 2t- 1] dt = 873 dt=— 3 
at 


Exemplo — Calcular o integral: curvilíneo para o par de funções 6x?y, 
IGxy2 sobre i curva plana y = xº entre os pontos M (1, 1) e N (2, 8) (fig 330). 


Resolução — Para calcular o integral 
proposto 
(N) 
6a2y dz + 10xy? dy 
(MM) , 
é preciso ter as equações paramétricas da 


curva. É evidente que aqui x pode servir de 
parâmetro 


E=>%, y=%º, 
A 


Fig. 329 Fig. 330 


O parâmetro x varia de n=1 a x) =2. As expressões das derivadas 
em relação ao parâmetro são: 


Te=1, Y =3r?. 
Por conseguinte, 
(N) 


2 
6x2y de + 10xyº dy = | [62223.1 + 10728.322] de = 
(M) 1 


Ee | (6x5 + 3029) dz = [x6 - 3x10]? = 1084. 
1 
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Vamos dar, agora, algumas aplicações dos integrais curvilíneos. 


$ 1. Expressão da área dum domínio limitado por uma curva em 
função dum integral curvilíneo — Seja dado no plano Oxy um domí- 
nio D limitado por uma contorno L tal que qualquer paralela a qual- 


y 


Fig. 331 Fig. 332 


quer dos eixos coordenados que passa por um ponto interior do 
domínio corte a fronteira L em dois pontos no máximo (isto é, que 


2 


o domínio é regular) (fig. 331). 
Seja [a, b] o segmento do eixo Ox sobre o qual se projecta o 
domínio D, limitado interiormente pela curva (4): 


y = 4 (2), 


e, superiormente, pela curva Ņə): 


y = y2 (2), 
[y (2) < y: (2)]. 


A área do domínio D é, então, igual a 


b b 
S = | un(a) de — $ y (2) de. 


Mas o primeiro integral é um integral curvilíneo ao longo da 


curva l, (MPN), dado que y = y, (x) é a equação desta curva; por 


conseguinte: 5 


f y (&)dr= Í yda. 


a MPN 
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O segundo integral é um integral curvilíneo estendido à curva 
l, (MQN): i 
f y (@)dr= | ydz. 


a MQN 


Em virtude da propriedade 1 dos, integrais curvilíneos, tem-se: 


S ydr= = Ss ydz. 
MPN NPM 
Por conseguinte, $ 
S=— yape f ydr = — | ydz, (5) 
NPM MQN ' L 


sendo L percorrido no sentido inverso dos ponteiros dum relógio. 
Se uma parte da fronteira L é constituída por um segmento M,M 

(M) 
paralelo ao eixo Oy, tem-se [ydx=-0 e a igualdade (5) é, ainda, 


(M1) 
verdadeira (fig. 332). 
Pode-se mostrar duma maneira análoga que 
a 


S= Í zdy. (6) 
L 


Juntando membro a membro (5) e (6) e dividindo por 2, obtém-se 
ainda uma fórmula para calcular a área S: 


1 
s= 5) zdy—yar (1) 
É 
Exemplo — 3. Calcular a área da elipse 


z=a cost, y=bsent. 


Resolução — De acordo com a fórmula (7), encontra-se: 
ex 
SER | [acostbcost—bsen t(—a sèn t)] dt = ab. 
0 
Notemos que a fórmula (7) bem como as fórmulas (5) e (6) 
se aplicam também para a área de domínios cujas fronteiras são 
cortadas pelas paralelas aos eixos de coordenadas em mais de dois 
pontos (fig. 333). Para o demonstrar, partamos o domínio dado 
(fig. 333) em dois domínios regulares por meio da curva I*. A fór- 
mula (7) é verdadeira para cada um deles. Juntando membro a mem- 
bro, obtém-se no primeiro membro a área do domínio dado e no 
segundo o integral curvilíneo (precedido do coeficiente 14) estendido 
a toda a fronteira, dado que o integral sobre a linha de divisão I* 
é tomada duas vezes, no sentido directo e no sentido inverso, e 
anula-se, portanto. 
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2. Trabalho duma força variável F sobre um caminho curvi- 
lineo L — Indicamos no começo do § 1, que o trabalho de uma 
força F= X (z, y,z) ù+ Y (z, y, z\j-} Z (z, y, z) k ao longo duma 
curva L = MN era igual ao integral curvilíneo: 

(N) 
A = f x6 y, z) dx +Y (zx, y, z) dy + Z (zx, y, z) da. 
M 

Tomemos um exemplo concreto do cálculo do trabalho de uma 
força. 

Exemplo — 4. Calcular o trabalho 4 da força de gravidade F que desloca 


uma masa m do ponto My (a,, b4, c4) ao ponto Ms (as, bo, c2) ao longo do 
caminho arbitrário L (fig. 334). 


Ay i 


M, (üz, bz, 6,) 


0) Mila, bj Cs) 


0 g T y 
Fig. 333 Fig. 334 


Resolução — As projecções da força de gravidade F sobre os eixos de 
coordenadas são 


£=0, Y=0, Z= —mg. 
O trabalho executado é, pois, 
(M2) cg 
Je | Xds+Y dy4Zdz= ý (— mg) dz=ms (c4— c5). 
(Mı) c 
Vê-se que, no campo da gravidade, o trabalho não depende do caminho 
seguido, mas sòmente do ponto inicial e do ponto final. Mais exactamente, o 


trabalho da força de gravidade apenas depende da diferença dos níveis deter- 
minados pelo ponto final e o ponto inicial. 


§ 3. Fórmula de Green 


Mostremos que um integral duplo num domínio plano D exprime-se 
por um integral curvilíneo tomado ao longo da fronteira L deste 
domínio. 4 

Seja D um domínio do plano Oxy limitado pelo contorno L, 
sendo D regular, quer em relação a Ox quer em relação a Oy. 
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Suponhamos este domínio limitado inferiormente pela curva y = yı (x) 
e superiormente pela curva y = y, (£), yı (£)< Yə (x) (a<z < b) 
(fig. 331). 

Conjuntamente, estas curvas formam o contorno fechado L. Sejam 
em D duas funções contínuas X (x, y) e Y (x, y) dotadas de derivadas 
parciais contínuas. Consideremos o integral 


b 
= | [X (z, y2 (®)) — X (x, y (m)] da. (1) 
Notemos que o integral 
b 
f X (x, y(2)) dx 


é numèricamente igual ao integral curvilíneo 
i f X (z, y) dz, 


(MPN) 
ao longo da curva MPN de equações paramétricas 


t=T, y = y2 (2), 


sendo x o parâmetro. 
Então, tem-se 


b 

(X(a y (z) dr= ) X(x, ydz. (2) 
a MPN 

De maneira análoga, o integral 


b 
| X (z, y(2)) de 
é numèricamente igual a 
b 
VX mlo)de= | X(x, yds. (3) 
a (MQN) 


Substituindo as expressões (2) e (3) na fórmula (1), obtém-se: 


JE | X (x, y) de — | X (x, y) da. (4) 
D ôy MPN MQN 
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Ora, 
| Xa pd=— | XG dz 
MQN NUM 


(ver § 1, propriedade 1). Pode-se, pois, recopiar a fórmula (4) sob a 
forma: 


ðX | 
[| Zara | X (x, y) de + | X (x, y) dz. 
D y MPN NQM 

Mas a soma dos integrais curvilíneos do segundo membro é 
igual ao integral curvilíneo sobre o contorno L completamente percor- 
rido no sentido dos ponteiros dum relógio. Pode-se, pois, pôr esta 
igualdade sob a forma 


[| E aray= [xe 1) de, (5) 
D ôy L 


onde L indica que o contorno fechado L é percorrido no sentido 


dos ponteiros dum relógio. 
Se uma parte da fronteira é constituída por um segmento l, 


paralelo ao eixo Oy, tem-se f X (x, y)dx=0 e a igualdade (5) 
l3 


permanece verdadeira. 
Do mesmo modo se encontra: 


[(Z rau- [rem y) dy. (6) 


dx 


Deduzindo (6) de (5), encontra-se: 


ji e ay= | X d+ Y dy 
Oy dx i 


Se se percorrer o contorno L no sentido inverso dos ponteiros 
de um relógio, tem-se (*) 


|| (E A aray= [xiras 
ôx dy A 


É a fórmula de Green (matemático inglés, 1793-1841) (**). 


(*) Quando num integral curvilíneo sobre um contorno fechado L, 
não se indica o sentido de integração, subentende-se que se trata do sentido 
inverso dos ponteiros dum relógio. Se oc percurso tiver lugar no sentido dos 
ponteiros. é preciso ter cuidado em especificá-lo. 

(**) Esta fórmula é um caso particular duma fórmula mais geral esta- 
belecida pelo matemático russo M. Ostrogradsky. 
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Suposemos o domínio D regular. Mas, tal como para o cálculo 
duma área (ver 82), pode-se mostrar que esta fórmula permanece 
verdadeira para qualquer domínio que admita um corte regular 


§ 4 Condições para que um integral curvilíneo não dependa 
do caminho de integração 


Consideremos o integral curvilíneo 


(N) 
f Xdz +Y dy, 
(M) 


estendido a uma curva plana L que reúne os pontos M e N Supor-se-á 
que as funções X (x, y) e Y (x, y) possuem derivadas parciais contínuas 
no domínio D. Vejamos em que condições o integral curvilíneo não 
depende da forma da curva L, mas sòmente da posição dos pontos 
M e N. 
Consideremos essas curvas arbitrárias MPN e MON do domínio 
considerado D reunindo os pontos M e N (fig. 335). 
Seja 
X dz + Y dy = Xdr +Y d 
Da Red E TSN (1) 
isto é, 
VX de FY- dy mal X dz + Y dy =0. 
MPN MQN 


Em virtude das propriedades 1 e 2 dos integrais curvilíneos (8 1), 
pode-se escrever 


Xdr+Yd = 
Q N pe + Y+ ANY dy=o0, 
que representa o integral curvilíneo sobre o con- 
M p torno fechado L 
Fig. 335 (Xdr4 Y dy=0: (2) 
L 


Nesta última fórmula, o integral curvilíneo é tomado sobre um 
contorno L, constituído pelas curvas MPN e NQM. É evidente que 
este contorno pode ser considerado como arbitrário. 

Por conseguinte, resulta da condição de o integral sobre uma 
curva que reúne dois pontos arbitrários M e N não depender do 
caminho seguido, mas somente destes dois pontos, que este integral 
é nulo sobre qualquer contorno fechado. 

O recíproco é verdadeiro: se um integral curvilíneo é nulo qual- 
quer que seja o contorno fechado, não depende do caminho de 
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integração entre dois pontos, mas somente da posição destes dois 
pontos. Com efeito, a igualdade (2) implica (1). 

No exemplo 4 do 8 2 o integral curvilíneo não depende do 
caminho de integração: no exemplo 3 depende do caminho, dado 
que o integral sobre o contorno fechado considerado não é nulo, mas 
dá a área limitada por este contorno; nos exemplos 1 e 2 os integrais 
curvilíneos dependem igualmente do caminho de integração. 

Põe-se, naturalmente, a pergunta: a que condições devem satisfazer 
as funções X (x, y) e Y (x, y) para que o integral curvilíneo | X dz + 
+ Y dy seja nulo qualquer que seja o contorno fechado? 

O teorema seguinte responde a esta pergunta. 


Teorema — Sejam X (x, y) e Y (x, y) duas funções contínuas num 
OX (x,y) p PY (x,y) 
ôx 
Para que o integral curvilíneo sobre qualquer contorno fechado L 
deste domínio seja nulo, ist) é, para que se tenha 


[X (e, v)de+Y (e, y)dy=0, (2) 


domínio D, bem como as suas derivadas parciais 


é necessário e suficiente que 


P (3) 
em todos os pontos do domínio D. 


Demonstração — Tomemos um contorno fechado arbitrário L num 
domínio D e escrevamos a fórmula de Green correspondente a este 


contorno: 

oY, 

|| (E) ao ay [xa ray 
x dx Oy J 


Se a condição (3) for satisfeita, o integral duplo da esquerda é 
idênticamente nulo e tem-se 


(Xde+Ydy=0. 
L 


Demonstrou-se, pois, que a condição (3) é suficiente. 

Mostremos que ela é necessária, isto é, que se a igualdade (2?) 
tiver lugar para qualquer. contorno fechado L em D, a condição (3) 
tem forçosamente lugar em cada ponto do domínio. 


INTEGRAIS CURVILÍNEOS E INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE 237 


Suponhamos, pelo contrário, que tem lugar a igualdade (29: 
Padra Ydy=), 
L 


mas que a condição (3) não tem lugar, isto é, que 

Bi Stan 

da Oy 
se verificaria apenas um único ponto. Seja, por exemplo, num ponto 
P (xo, Yo) 


Como se tem no primeiro membro uma função contínua, ela 
é superior a um certo número ô > O em todos os pontos dum domínio 
suficientemente pequeno D’ que contenha o ponto P (xo, yo). Tomemos 
; Emo te OX pn 
o integral duplo da diferença E q s sobre este domínio. Ele é 
x ‘e 
positivo. Com efeito, 


|| (EA aray> || odrar=s |faray=op">0 
k dx dy 


7 P pi 


Ora, segundo a fórmula de Green, o primeiro membro desta 
última desigualdade é igual ao integral curvilíneo sobre a fronteira E 
do domínio D’, que por hipótese é nula. Logo, esta desigualdade 


a ED RN AROS ; 
contradiz a condição (2) e a suposição de que CEP é diferente 
de zero, não o seria senão num ponto, é falsa. Tem-se, pois, 

IF RAA m 
dx dy 


em todos os pontos do domínio D. 
O teorema está completamente demonstrado. S 
Mostramos, no § 9, cap. XIII, que a condição 
OY (x, y) _ OX (2, y) 
da dy 


2 


traduzia o facto de que a expressão X dx + Y dy é o diferencial total 
duma certa função u(x, y), isto é, que 


X dx + Y dy = du (x, y) 
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com 


ou du 
X (z, E TA Y (z, n= 


Mas, então, o vector 


é o gradiente da função u(x, y); a função u(x, y) cujo gradiente é 
o vector Xi + Yj, chama-se potencial deste vector. (N) 


ô 
Mostremos que, neste caso, o integral curvilíneo I = f pu dr4 dy. 
(M) dx oy 


sobre uma curva anbitrária que reúne os pontos M e N é igual à 
diferença dos valores da função u nestes pontos: 


(N) (N) 
f X de F Y dy= | du(a, y) =u (N) — u (M). 


(M) 


Demonstração — Se X dx + Y dy é o diferencial total da fun 


ção u (x, y), tem-se X = £ ; = E e o integral curvilíneo escreve-se 
(N) 
ôu ĝu 
I= | T da + y dy 
(M) 


Para calcular este integral, escrevamos as equações paramétricas 
da curva L que reúne M e N: 


x= ọ (t), y=" (0). 


Admitiremos que corresponde ao valor t=to do parâmetro O 
ponto M e ao valor t=T o ponto N. O integral curvilíneo reduz-se, 
então, ao integral definido 


T, 

r= | [222 at 
: dx ôt dy ôt 
0 


— A expressão entre parêntesis é uma função de t que exprime a 
derivada total da função u [p (?), y (t)] em relação a t. 
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Por conseguinte, 


e |  p-ulo(o, O = 


=u [o (t), p()]—u lo (to), Y (t)]= u (N) — u (M). 


Vê.se que o integral curvilíneo dum diferencial total não depende 
do caminho de integração. 

O integral curvilineo estendido a uma curva empenada goza da 
mesma propriedade (ver 8 7). 


Nota — Tem-se, por vezes, de integrar o integral curvilíneo duma 
função X (x, y) em relação ao arco da curva de integração L: 


| X (z, y)ds= lim 5 X (zi, y) Asi (4) 
L As; >0 i=1 


sendo ds o diferencial do arco. Calcula-se estes integrais como os inte- 
grais curvilíneos considerados acima. Suponhamos a curva L dada pelas 
equações paramétricas 


z= q (t), y =Ņ(ċ), 
sendo q (t), y (Ò, g’ (t), y (t) funções contínuas de t. 
Sejam a e 8 os valores do parâmetro t correspondentes às extre- 


midades do arco L. 
Como 


ds=V q P+W (as, 
obtém-se a seguinte fórmula para calcular o integral (4): 
B Aide orar SE (o ai to 
(X (e, 9) ds= S Xo(0), V0] Vy gy dt. 


Pode-se considerar o integral curvilíneo em relação ao arco da 
curva empenada x = ọ (t), y = y (t), z = x W: 


B 
f X (r, y, 2) ds = 1XI9 (8), pE, xO] x 


xVo gy ma. 
Com a ajuda dos integrais curvilíneos com elemento diferencial, 
o arco ds, pode-se determinar, por exemplo, os centros de gravidade 
de curvas pesadas. 
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Raciocinando como no § 8, cap. XII, (tomo I,) obtém-se as 
seguintes fórmulas para o cálculo das coordenadas do centro de gra- 
vidade duma curva empenada: 


f zds f yds f zds 
te=, ==>. = -. 5 
$ f ds e ( ds į {f ds (5) 
E iA L 


Exemplo — Encontrar as coordenadas do centro de gravidade duma espira 
da hélice, 
2=bt (O<t<2m); 


t=acost, y=asent, 


sabendo que a sua densidade linear é constante. 
Resolução — Aplicando-se a fórmula (5), obtém-se: 
2x 
facost VaisenZt a? cos? t40? dt 
r= 1m a = 
[ VazsenZiFalcos? tib? dt 
0 


2n 
f a cos t ya? +b? dt 
SA) ni Verbo o 
de = e ni am ARE, 
| VEFE dt V FU 
0 


Duma maneira análoga y =0, 
2n 
( bt V a?sen? t+ a? cos? t- b? dt 
0 boda? Vara 
2x a2 Fb? 2x Vero E ji 
Tem-se, então, para coordenadas do centro de gravidade duma espira 
da hélice 


Z= 


ze =0, ve=0, Zed. 


§ 5. Integrais de superfície 


Seja dado em coordenadas rectangulares Oxyz um domínio V. 
Em V é dada uma superfície o limitada por uma curva empenada A. 

Relativamente à superfície o, suporemos que se definiu em cada 
ponto P um sentido positivo indicando a normal unitária n (P) cujos 
cossenos directores serão funções contínuas das coordenadas dos pontos 
da superfície. 


Consideremos em cada ponto da superfície um vector 
F =X (z, Y, z)t +Y (zx, Y, z) JFZ (z, Y, 2) k, 
sendo X, Y, Z funções contínuas das coordenadas. 
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Dividamos arbitràriamente a superfície em áreas elementares Ao;. 
Tomemos um ponto arbitrário P; em cada elemento e consideremos 


a soma 
È (F (P:) n (P:)) Ao; ; (1) 


sendo I'(P;) o valor do vector F no ponto P; de Aoc; n (P;) o 
vector unitário da normal nesse ponto, Fn o produto escalar destes 
vectores 


Fig. 336 


O limite da soma (1) relativo a todas as áreas Ac; quando o 
maior diâmetro destas áreas tende para zero é, por definição, um 
integral de superfície que se designa pelo símbolo 


{f Fn do. 


o 
Então, por definição (*), tem-se 
lim J Fmn;^o; = (f Fn do. (2) 
o 


diam A6;>0 


Cada termo da soma (1) 
F;n;Ão; = F; A0; cos (Ny F;) (3) 


admite a seguinte interpretação: este produto é igual ao volume dum 
cilindro elementar de base Ac; e de altura F;cos(n;, HW). Se & 
for a velocidade dum fluído que atravessa a superfície ø, o produto (3) 
é igual à quantidade de fluído que atravessa o elemento Ao; na 
unidade de tempo na direcção n; (fig. 336). 


(*) Se a superfície oc admite em cada ponto um plano tangente que 
varia continuamente com P e se a função vectorial F é contínua nesta superfície, 
este limite existe (admitiremos sem demonstração, este teorema de existência dos 
integrais de superfície). 


16 
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A expressão {f Fndo dá a quantidade total do fluído que 
(0) 


atravessa na unidade de tempo a superfície o no sentido positivo, 
sendo Æ o vector velocidade do fluído no ponto dado. Eis porque 
o integral de superfície (2) se chama ainda fluxo de campo vectorial F 
através da superfície o. 

Resulta da definição de integral de superfície que se se dividir a 
superfície o em partes 04, Oa, ..., Oy. ter-se-á 


{f Fndo= |f Fndo + |f| Fundo +... + |f Fn do. 
o o; O2 Ok 


O vector unitário m escreve-se: 
n =cos (n, x) i + cos(n, y) j + cos (n, 2) k. 
Substituindo no integral (2) as expressões dos vectores F e n 
em função das suas componentes, obtém-se: 


{f Fn do = $ $ [X cos (n, 2) + Y cos(n, y) + 


+ Zcos (n, z)] do. (29 


O produto Ao cos (n, z) é a projecção da área Ac sobre o plano 
Oxy (fig. 337); tem-se igualmente para os outros produtos: 


Ao cos (n, x) = Ao,,, Accos(n, y) = Aos, Ao cos (n, 2) = Ao, (4) 


onde AGyz, Oxz, AOxy são as projecções da área Ac sobre os cor- 
respondentes planos coordenados. 
Sendo assim, o integral (2) escreve-se ainda sob a forma 


{f Fn do = Í$ [X cos(n, 2) +Ycos(n, y) + 
+ Zcos(n, z)]do = $ § X dy dz + Y dz dx + Z dz dy. (2º) 


§ 6. Cálculo dos integrais de superfície 


O cálculo de um integral sobre uma superfície empenada reduz-se 
ao cálculo dum integral duplo sobre um domínio plano. 
Indiquemos um processo de cálculo do integral 


{f Zcos(n, 2) do. 


Suponhamos a superfície oc tal que qualquer recta paralela ao 
eixo Oz o corta num só ponto. A equação de superfície pode ser 
posta, então, sob a forma É 


z= f(z, y). 
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Designando por D a projecção da superfície o sobre o plano Oxy, 
tem-se (em virtude da definição dos integrais de superfície): 


ff Zhe, y, z) cos (n, 2) do = 


o 


= lim ça Z (x;, Yi, Zi) cos (ni, z) Ag;. 
diam Aci>0 i=1 Š 
Em seguida, tendo em consideração a última fórmula (4) do § 5, 
obtém-se: 
ff Zcos(n, z) do = 


o 


= lim »X Z (Ti, Yi, f(x, Y:)) (Axy): = 


diam Agxy>0 i=1 


n 
SEE lim 2 Z (xi, Vis fila; yi)) | AOxy li, 


diam A050 i=1 


sendo a última expressão uma soma integral para o integral duplo da 
função Z(x, y, f(u, y)) no domínio D. Por conseguinte, 


ff Zcos(n, z) do = = $Í § Z (z, y, fla, y)) da dy. 


O sinal mais corresponde a cos (n, z)>0 e o sinal menos a 
cos (n, z) < 0. 

Se a superfície ø não satisfaz à condição indicada no começo 
deste parágrafo, corta-se-la em partes que satisfaçam a esta condição 
e calcula-se o integral, separadamente, em cada parte. 

Calcula-se, duma maneira análoga, os integrais 


$$ Xcos(n, x) do; {f Ycos(n, y) do. 


Assim se encontra justificada a.éxpressão dum integral de super- 
fície sob a forma (27) do 85. 

Poder-se-á considerar, então, que o segundo membro da igual- 
dade (27) é uma soma de integrais duplos sobre as projecções cor- 
respondentes do domínio co, sendo os sinais destes integrais duplos 
(ou, como se diz ainda, os sinais dos produtos dy dz, dx dz, dxdy) 
tomados de acordo com a regra indicada. 


Exemplo — 1. Consideremos uma superfície fechada o cortada em dois 
pontos no máximo por qualquer paralela ao eixo Oz. 
Considéremos o integral 
| f z cos (n, z) do. 
o 
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Escolheremos como normal positiva a normal exterior. Podemos cortar 
esta superfície em duas partes, inferior e superior de equações: 


z=fı (z, y) et z=fo(2, y). 


Designemos por D a projecção o sobre o plano Oxy (fig. 338); tem-se: 
| | 2 cos qm, 9 do= | f 2e as dy— È | ji (2, 0) dzdv. 
o D D 


O segundo integral foi afectado do sinal menos, porque no integral „de 
superfície o produto dxdy para a superfície z= fı(x, y) deve ser precedido 
do sinal menos, dado que cos(n, z) é negativo. 


Ora, a diferença dos integrais do segundo membro representa o volume 
limitado pela superfície o. Logo, o volume do corpo limitado pela superfície o 
é igual ao integral de superfície 


V= | i z cos (n, 2) do. 


Exemplo —2. Uma carga eléctrica positiva e colocada na origem das 
coordenadas origina um campo vectorial cuja distribuição do vector F é 
dada em cada ponto pela lei de Coulomb: 


e 
F=k ar T, 

sendo r a distância do ponto considerado à origem e 7 o vector unitário do 

raio vector dirigido em direcção ao ponto considerado (fig. 339); k é um factor 


constante. 
Calcular o fluxo do campo de vectores através de uma esfera de raio R 


centrada na origem. 
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Resolução — Consitlerando que r = R = const. tem-se: 


e k 
f f kE rn do = | | rn do. 
o o 


Mas o último integral é igual à área o da esfera. Com efeito, o produto 
escalar rn é constantemente igual à unidade e fica 


[faisa 


o 


Por conseguinte, o fluxo procurado é 


ke ke J 
Soane 
R2 K2 + Anke. 


§ 7. Fórmula de Stokes 


Seja dada uma superfície o tal que qualquer paralela a Oz a 
corta num único ponto. Designemos por à a sua fronteira. A normal 
positiva à superfície m» será a que forma com Oz um ângulo agudo 
(fig. 340). 

Seja z = f (x, y) a equação da superfície. Os cossenos directores 
da normal à superfície têm por expressão (ver § 6, cap. IX, tomo I): 


ela 


e ER 
Vir(Z zj Oy 
E = + 
Vi (% E Oy 


Suporemos que a superfície oc se encontra completamente num 
domínio espacial V. Seja dada em V uma função contínua X (x, y, z) 
com as suas derivadas parciais de primeira ordem. Consideremos o 
integral curvilíneo tomado ao longo do contorno À 

f X (x; yY, z) dx. 


A 
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Tem-se, ao longo de à z = f (x, y), sendo x, y as coordenadas 
dos pontos da curva L, projecção de À sobre o plano Oxy (fig. 340). 

Por conseguinte, pode-se escrever 
Eds Y, 2) da = | X (z, Y, f(z, y)) dr. (2) 
À É 

Este último integral é um integral curvi- 
líneo tomado ao longo de L. Transformemo-lo, 
aplicando a fórmula de Green, fazendo 


X (x, y, fr, Y) =X (z, y), 0=Y (z, y). 
Substituindo na fórmula de Green X 
e Y pelas suas expressões, obtém-se: 


e || OX (x, y, Ho D) qrdy— 
ôy 


D 


Fig. 340 = | Xe mile da (3) 


sendo o domínio D limitado por L. Derivemos a função composta 
X(x, y, f(x, y) em relação a y: 


OX (e, um flx )  0X(x y 2) Rc (x, y, 2) afe, y) (4) 
ôy na Oy 0z Oy 


Substituindo a expressão (4) no primeiro membro de (3), obtém-se: 


s | ES mp 0X, y, Ra nice 
oy 0z Oy 


L 
Tendo em conta (2) esta última igualdade escreve-se: 


0X à E 

| xi, Y, do — | | Lara — | ( Z- aray. (5) 
- o dy e dz Oy 

A 


Os dois últimos integrais transformam-se em integrais de super- 
fície. Com efeito, resulta da fórmula (2) do § 5 que se tem para 
qualquer função A (x, y, z) a igualdade 


{f A(x, y, a)cos(n, z)do = Í Í Adz dy. 
o D 
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Sendo assim, os integrais do segundo membro de (5) transfor- 
mam-se como se segue: 


o 
(6) 
ðX ð X 
(| A gu ay | ( © 2 cos qm z) do. 
dz Oy ô 
D 
Transformemos o último integral aplicando as fórmulas (1) do 
presente parágrafo; calculando o quociente da igualdade (1) pela 
terceira, encontra-se: 


cos(n, yY) df 
cos(n, 2) ôy ` 
ou 
E a (n, z) = — cos (n, y). 
ôy 
Por conseguinte, 
[| EL aray=— || E cos, y) do. (7) 
E Oz Oy k ôz 


Substituindo as expressões (6) e (7) em (5), obtém-se: 


EG Vo Zid: =- | | Æ cost, z) do + 
o ôy 


X 
+ | Z oos (n, y) do. (8) 


a 
O sentido de percurso de A deve ser tal que um observador 
atravessado de pés à cabeça pela normal n veria o contorno percorrido 
no sentido inverso dos ponteiros de um relógio. 
A fórmula (8) é verdadeira para qualquer superfície podendo 
ser cortada em duas partes de equações da forma z = f (x, y). 
Obtém-se, duma maneira análoga, as fórmulas 


| Y (zy a) dy = || |- Z cos, PERLES J do, (8) 
o dz dx 


o 


(ze, Y, z) dz = y |- 2 eostn, y) E E ads | do. (8º) 
y É dz ôy 
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OlrãlttII]]]lVo]]]"lJ"DlD— 


Somemos membro a meinbro as igualdades (8), (8) e (8º); 
obtém-se a fórmula 


[raraza=)) (= — E) cost, Ea 


dx dy 


ðZ oY 9X oz 
fole et ai o] njo o 


É a fórmula de Stokes (matemático inglês (1819-1903)). Ela permite 
transformar um integral de superfície c num integral curvilíneo tomado 
sobre a fronteira A desta superfície, sendo o sentido de percurso da 
fronteira o especificado mais acima. 

O vector |B de componentes 


OZ: OY ðX oz oY 0X 
; By Ed B, 
Oy dz Oz [oh dx ôy 


chama-se vector «tourbillon» ou rotacional da função vectorial 
F =Xi -+ Yj + Zk e escreve-se, simbòlicamente, rot P. 
Por conseguinte, pode-se recopiar a fórmula (9) sob a forma 
vectorial 
j F ds = Í | n rot F do, (9) 
o 


e o teorema de Stokes, enuncia-se: 

A circulação de um vector ao longo dum contorno fechado que 
limita uma superfície é igual ao fluxo do seu rotacional através desta 
superfície. ' 

Nota — Se a superfície c é uma porção de plano paralelo a Oxy, 
tem-se Az = 0 e encontra-se a fórmula de Green como caso particular 
da fórmula de Stokes. 

Resulta da fórmula (9) que se 


DE DR UE, ng Da O) 

dx Oy dy dz õz dz 
o integral curvilíneo é nulo sobre qualquer curva empenada fechada A: 
| Xdr4+ Ydy +Zdz=0. (11) 


O integral curvilíneo não depende, pois, da forma da curva de 
integração. 

Como no caso duma curva plana, mostra-se que as condições 
mencionadas (10) são não sòmente suficientes mas também necessárias 
para ter a igualdade (11). 
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Sendo estas condições satisfeitas, a expressão sob o sinal soma 
é o diferencial total duma certa função u (x; 1»; Z: 


X dz + Y dy + Z dz = du (x, y, 2) 


e, por conseguinte, 
(x) (N) 
( Xdr+ Y dy + Zd = f du=u (N) — u (M). 
Gn (M) 
Demonstra-sello tal como para a fórmula correspondente no 
caso de uma função de duas variáveis (ver § 4). 


Exemplo — 1. Escrevamos as fórmulas fundamentais da dinâmica do 


ponto material 
dvx dv e dv, Ti 
m Tê =y: m EE ras 7 


Aqui m é a massa do ponto; X, Y, Z são as componentes da força que 


E dy de da velocidade v. 
solicita o ponto; Vx=7 + “y= Tgr ’ = as componentes 


Multipliquemos os dois membros das 
equações acima pelas expressões 
vydt=dz, vydt=dy, vz di=ds. 
Obtém-se, juntando membro a membro 
as igualdades dadas: 
m (vx dey+ Vy dy vz dvs) = 
=X dz+-Y dy +Z dz: 


m a d (vx+ cy + vz) =X del-Ydy+Zds. 


2 2 2 é 
Como v% + vj+-vz=v2, pode-se escrever: 


Fig. 341 


d (5 me?) — X de4-Y dy+ Z ds. 


Calculemos os integrais dos dois membros entre dois pontos M, e M, sobre 


a trajectória: 
(M2) 

mvg — -> mv = | X dzY dy-}Z dz, 
(M1) 


sendo v, e v, as velocidades no ponto M, e M.. À Elia 

Esta última igualdade traduz o teorema das forças vivas; a variação 
da energia cinética entre dois pontos é igual ao trabalho da força que age sobre 
a massa m. ] 

Exemplo — 2. Calcular o trabalho da força de. atracção newtoniana 
duma massa imóvel m que age sobre uma massa unitária deslocando-se entre 
dois pontos Mı (d4, bi, c4) e Mo, (a2, bo, co). 

Resolução —Tomemos a origem das coordenadas no centro atractivo. 
Designemos por ” o raio vector (fig. 341) traçado da origem ao ponto onde 
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se encontra a massa unitária e seja r0 o vector unitário desta direcção. Tem-se, 
A km 3 Aa 
então, PZ a, sendo k a constante universal de gravitação. As com- 
p 


ponentes de F sobre os eixos são, respectivamente, 
«bata 1 1 
X=—km—— ; Y=>kn o E: Z=-km 5. 
TATA paist r2 r 
O trabalho da força F sobre o arco MM, é 


(M2) g (M2) (Mo) 
A= —km 2 dee E eui MM f rdr a(A 
E 

(Mi) (My) dm) 


(dado que r?= z? |-y2/22, rdr=zdz-ydy-zdz). Designando por feats 
os comprimentos dos raios vectores dos pontos M, e M,, obtém-se: 


am (64) 
Por conseguinte, aqui ainda o integral curvilíneo não depende do caminho 
de integração. A função u= Em chama-se potencial do campo de atracção da 
massa m. No nosso caso 
X EC a Tê SET 
A=u (Mə)—u (M3), 


isto é, que o trabalho para deslocar a massa unitária é igual à diferença do 
potencial entre os pontos final e inicial. 


§ 8. Fórmula de Ostrogradsky 


Seja um domínio regular V do espaço a três dimensões, limitado 
por uma superfície fechada o e tendo por projecção sobre o plano Oxy 
um domínio regular D. Suporemos que se pode dividir a superfície 
o em três partes 04, 0,, O3 de modo que as equações das duas pri- 
meiras se escrevam 


T= fi (a, y) et 2 = t Y), 
sendo fı (x, y) e f(x, y) contínuas no domínio D e sendo a terceira 


parte o; uma superfície cilíndrica de geratrizes paralelas ao eixo Oz. 
Consideremos o integral 


fes (| Aani o do da, 
y 


Z 
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Integremos, em primeiro lugar, sobre os z: 


folx, y) 
Je VC | de de) de dy = 
0z 
D fay) 


= [za Y, falz, y)) de dy — | | Z(x, y, file, y)) da dy. (1) 


E ... 
Definamos sobre a superfície o a normal positiva, dirigida para 
o exterior. Então, cos (n, z) será positivo sobre a superfície oz e negativo 


bre a superfície cj; é nula sobre a superfície os. z 
e Os Wani duplos do segundo membro da igualdade (1) são 


iguais aos integrais de superfície correspondentes 
(i Zhe, y, falz, y)) dedy = $ §.Z (z, y, 2)cos(n, 2) do, (2) 
D Og 


(f Z(z, y, fila, y)) dr dy = {Èf Z(z, y, z)(—cos (n, 2)) do. 


Escrevemos no último: integral (— cos (n, z)) porque o a 
de área Ac, está ligado ao elemento de área As do domínio z pela 
relação As = Ao; [— cos (n, 2)] dado que o ângulo (n, z) é obtuso. 

Assim, 


=— $ f Z (z, y, fila, ucos(n, 2) do. (2) 


94 


Substituindo (27) e (27) em (1), obtém-se: 


[|| Zen darapão— 
Oz 


Oi 


vV 
= [{ ze, y, z)cos (n, z) do + [fz y, a) cos(n, 2) do. 
O2 ; 
Para comodidade de cálculos a seguir, recopiemos esta última 
igualdade juntando-lhe a quantidade (4 Z (x, y, 2) cos (n, 2) do = 0 
03 
(tem-se cos (n, z) = 0, sobre 03): 


||| 2EL 2a aa 


Oz 
Yv 


= || zeos, z) do + || zcostn 2) do + || 2 cos, z) do. 


o 
O2 o1 3 
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Ora, a soma dos integrais do segundo membro é igual ao integral 
sobre toda a superfície o; por conseguinte, à 


MEZZI Z(x, y, z)cos(n, 2) do. 
z 
T o 


Duma maneira análoga, obtêm-se as relações: 


oY 
(1) aravas= [fre Y, z)cos (n, y) do, 
vV Y o 
f ox k 
(1) earavas= | [res Y, 2)cos(n, 2) do. 
J OE 
vV (o) 


Juntando membro a membro estas três últimas igualdades, obtém-se 
a fórmula de Ostrogradsky (*): 


9X ðY ðZ 


= | | (X cos (n, x) -+ Y cos (n, y) +Z cos(n, 2)) do. (2) 
A expressão 9X oY RZ h é ) ênci, 
p EE | dy + En chama-se divergência do vector 
F=Xi + Yj+ Zk 
e escreve-se div F: 
IX 0F oz 
da Oy ðz ` 


d iv F — 


Indiquemos que esta fórmula é verdadeira para todo o domínio 
podendo ser dividida em domínios parciais que satisfaçam às condições 
mencionadas no começo deste parágrafo. 

AN Vamos dar uma interpretação hidrodinâmica da fórmula estabe- 
ecida. 

Suponhamos que F = Xi 4- Yj -+ Zk é o valor velocidade dum 
fluído que atravessa o domínio V. O integral de superfície em (2) é, 
então, o integral da projecção de F' sobre a normal exterior n; 
onde a quantidade de fluído saído do volume V durante a unidade 


* Esta fórmula (por: vezes, chamada fórmula de Ostrogradsky-Gauss) foi 


descoberta pelo célebre matemático russo M. Ostrogradsky (1801-1861) que a 
publicou em 1928 no seu artigo «Notas sobre a teoria do calor». 
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de tempo (ou que aí entrou, se O integral é negativo). Esta quantidade 
iiħe-se por meio do integral triplo de div F. A 

RE Se div F =0, o0 integral duplo sobre qualquer superfície fechada 

é nulo, a quantidade de fluído entrado ou saído é nula. Mais preci- 

samente, a quantidade de fluído entrado no volume dado é igual à 


tidade de fluído saído. 
er Sob forma vectorial, a fórmula de Ostrogradsky escreve-se: 


{ff div Fiv = (f Fnds (19) 
i4 o 


; ; : 
e enuncia-se: o integral da divergência dum campo vectorial r num 
volume é igual ao fluxo do campo vectorial através da superfície que 
limita este volume. 


§ 9. Operador hamiltoniano e algumas aplicações 


ã = do domínio 
ia dada uma função u = u (x, y, 2). Em cada ponto 
em Be função u(x, y, z) é definida e derivável, é determinado o 


gradiente: 


, Ou „ôu du (1) 
gradu = z; "i ane a 


Por vezes, o gradiente da função u (x, y, z) é assim designado: 


, ðU du ou, 2 
C R PR gg (2) 


o sinal V lê-se «nabla». 
1. É cómodo escrever sobre uma forma simbólica a igualdade (2): 


E: RT jo " 
mehir tri) ( ) 


e de considerar o simbolo 


ô ð ð | 
int dt (3) 
= 6 dr a 


como um «vector simbólico». Este vector simbólico a dae 
hamiltoniano ou operador nabla (operador V). o as aira Aw 
e (2) que quando se «multiplica» o ppa sim ólico p 
função escalar u, obtêm-se O gradiente dessa função: 


Vu = grad u. (4) 
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2. Pode-se formar o produto escalar do vector simbólico V 
pelo vector F =X + jY + KZ: 


ame Pe, Ato RR já ; 
ð ð ð 9X oY oz 
=— X +— Y +— Z= —— + — 4" [div F 
dx Oy E dz O) + Oy + oz > jin 
(ver § 8). Assim, 
> Vi=divr. (5) 
3. Formemos o produto vectorial do vector simbólico V pelo 


vector FW — iX + jY + KZ: 


TE ESO. :ê ð ' E 


į j k 
ð ô leg | ea a 
im gas] =5 4 OU ôz|-— jjôr Oz klôz ôy|— 
de “Oy “Oz É Er Aar 
xX Yz Y KZ re T 
= (Z-Z) -a(2-2) n( 2 9X 
ôy Oz de O EO Ra 
“ft 0Z >) 0X .:...0G ðY 
E (E) (8) mr 
Oy dz oz dx E dx Oy PEV 
(ver 8 7). Assim, 
Vx F=rotF. (6) 


3 Decorre do que acaba de ser dito que a utilização do vector 
simbólico V permite exprimir sob uma forma muito sucinta as ope- 
rações vectoriais. Consideremos ainda algumas fórmulas. 


4. O campo vectorial F (x, y, z) = iX + jY i 
7 149 -A ER JY $ kZ diz-se 
campo vectorial potencial se o vector F for o gradi 
função escalar u (x, y, z): E 
F=gr 
= grad u 
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Neste caso as projecções do vector F serão 
ou ôu ôu 
NES Jr’ Y= ETR Z= Jz 
Decorre destas igualdades (ver t. I, cap. VII, § 12): 
oX ox LAR À 0X óZ 
dy ðr’ O Oy! O ðr 


ou 
OXO Ne OY. SEOL Eg 0X oZ O 
Oy dx RC Da Oy TE DE x o 
Por conseguinte, para o vector F considerado 
rot F=0. 
Obtemos, assim: 
rot (grad u) = 0 (7) 


Aplicando o operador V, pode-se escrever em virtude das fór- 
mulas (4) e (6) a igualdade (7) sob a forma: 

(V x Vu) =0. (7) 

Utilizando a propriedade que da ' multiplicação dum produto 

vectorial por um escalar basta multiplicar por este escalar um dos 
factores sômente, escreveremos: j 

(V x Wu=0. (7) 


O operador V possui de novo as propriedades dum vector 
usual: o produto vectorial do vector por si mesmo é nulo. 

O campo vectorial F (x, y, 2) para o qualrot F = 0 diz-se 
irrotacional. Decorre da igualdade (7) que todo o campo potencial é 


é irrotacional. 
O inverso é igualmente verdadeiro; por outras palavras, se um 


certo campo vectorial F é irrotacional, é potencial. A validade desta 
afirmação decorre dos raciocínios conduzidos no fim do § 7. 


5. O campo vectorial F (x, y, z) para o qual 
div F= 0, 


isto é, o campo vectorial que não contém origens (ver § 8) chama-se 
selenoidal ou tubular. Demonstraremos que 


div (rot F) = 0, (8) 


por outras palavras que o campo rotacional não contém origens. 
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Com efeito, se F = iX + jY + kZ, então, 
OVA ðY .{ 3X oz ðY oX 
ôz dx 

e, eis porque, 


div (rot F) = L 2(2_%)+2 (2. E), 
dx ôy dx 


dz ây 
A igualdade (8) escrever-se-á com a ajuda do operador V: 
VIVE =O; (8 


O primeiro membro desta igualdade pode ser considerado como 
o produto misto vectorial escalar dos três vectores V, V, F de que 
dois são idênticos. Este produto é, evidentemente, igual a zero. 

6. Seja dado um campo escalar u = u (x, y, z). Definamos o 
campo dos gradientes: 


ĝu „ôu ðu 
grad = lo Rot, 13y + k dz $ 


Pan: em seguida, 
ô ôu ô [ôu ô [ ðu 
iv (g a ôx F dy \ðy T OZ N Oz 


f Pu- 3w -pu 
div (gerad u) = —- + + —., 


ou 


(3) 


O segundo membro desta igualdade chama-se operador de Laplace 
da função u e nota-se por 


ou ou ou 
Au = 
ox? + ow? Sm 02 


s (10) 


Por conseguinte, a igualdade (9) pode-se escrever: 
div (grad u) = Au. (41) 
Com o auxílio do operador V a igualdade (11) escrever-se-á: sob 


a forma 
(VVu) = Au. GE) 
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Notemos que a br 


FE 55 TARIN. (12) 


ou 


Au =0 (12º) 


se chama equação de Laplace. As funções que verificam a função de 
Laplace chamam-se funções harmónicas. 


Exercícios 


Calcular os integrais curvilíneos seguintes: 


E 
| as E ea sobre um círculo centrado na origem. Resp. 0. 
"Pydrdz 
Í nu sobre a recta y=z.de z=1 à z=2. Resp.Log 2, 
| yz ata dy 4- zy dz sobre a hélicex=a cost, y=asent, z= kt, t variando 


entre O ct 2x. Resp. 0. 


dobro da área limitada pela curva). 
Sat 


AET 


3 
7 - Resp. 3 (o dobro da área limitada pela TA 


| x dy—y dz sobre a hipociclóide z =a cos? t, y =a sen? t, Resp. 2 na? (o 
| a dy—y dz estendido à curva do fólio de Descartes x = 


xdy—y dz sobre a curvaz=a (t—sent), y=a(1—cost) (0<Lt<L27). 


Resp. — 67a? (o dobro da área compreendida entre um arco da ciclóide 
e o eixo Ox). 
Demonstrar que: 


grad (cp) =c grad y, onde c é constante. 


+ grad (cp + cop) = cy grad p+co grad p, onde c é constante. 
= grad (pi) = grad p- grad q. 


Calcular grad r, grad r2, gadt, grad f (r), onde r= V2? ty? 


Resp. =; 2r; -7 ; roS. 


3. Demonstrar que div (A EN ETE A-+div B. 


Calcular div r, où r =2t + yj + zk. Resp. 3. 
Calcular div (A q),onde A é uma função vectorial e q uma função escalar 
Resp. q div A -+ (grad q 4). 
17 
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16. Calcular div (rc), onde c é um vector constante. Resp. (e:r) k 
E 

17. Calcular div B (rA), Resp. AB 
Demonstrar que: 

18. rot (c, A, co 49) =c; rot A1+ c2 rot A2, onde c4 et cy são constantes. 

19. rot (Ar) =grad A X c,ondec é um vector constante. 

20. rot rot A =građd div A— AA. 

21. A X grad p= rot (p4). 

Integrais de superfícies 

22. Mostrar que $) cos (n, z) do =Q sobre uma superfície fechada. 

23. Achar o momento de inércia dum segmento esférico de equação q2 + u2 
+2=R2 cortado pelo plano z=H em relação ao eixo Oz. 
Resp. ATEL (2R3—3R?H + H3). 

24. Achar o momento de inércia da porção do parabolóide de revolução 
x +y = = 2cz contido pelo plano z =c em relação ao eixo Oz. Resp. 16 5, 

25 Calcular as coordenadas do centro de gravidade da parte da superfície 
cónica. «2 + y2 = Eis z? cortada pelo plano z = H. Resp. 0; 0; Ti 

26. Calcular as coordenadas do centro de gravidade do segmento da abit 
Lesférica 12 4-y2-|-22-= R? cortado pelo plano z = H. Resp.(0, 0, e) E 

27. Calcular f | [z cos (nx) 4-y cos (ny) -+z cos (nz)] do sobre uma superfície., 
fechada. Resp. 3V, sendo V o volume interior à superfície 

>» A 
28. Calcular | \ zdzdy, onde § designa o lado exterior da esfera q2 
3 
+ y2 +22 = R2, Resp. $ aR, 
29. Calcular [fe dy dz 4+ y2 dz dz +z2 dx dy, onde S é o lado exterior da 
3 3 
superfície da esfera 22+ y2+z2= R2, Resp. qRº. 
30. Calcular A Very ds, onde S designa a superfície lateral do cone 
S 
o. P 2na? Va FO 
aa NBR Vi À 0 <z < b. Resp. ES D 
31. Com a ajuda da fórmula de Stokes transformar o integral | y dez dy 


L 
+z dz. Resp. — | | (cos œ -H cos B- cos y) ds 
5 
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Achar os integrais curvilineos directamente e aplicando a fórmula de 
Stokes: 


32. | f (y+z)dr+ (z+ x) dyd-(x+-y) dz, onde L é o círculo x2- y2+z2= a2, 


L 
x+y+z=?Q. Resp. 0. 


33. | a2y3 det dy +z dz, onde L é o círculo z2+ y2 = R2, z=0. Resp. er t 


L 
Aplicando a fórmula de Ostrogradsky, transformar os integrais de superfície 
em integrais de volume: 


a (x cosa +y cos P+ z cos y) ds. Resp. yi | ada dy dz. 
Y 


1! (22+ y2-+22) (dy da + dz de + de dy). Resp. 2 211) (@4+y +z) de dy dz. 
ý + 


92u | Ou | O2u 


ðu ôu ðu 
dy dz -+ $% de da + SÊ de dy. Resp. | | | (Sta a 
V 


ðr. 


36. ji zy dx dy + yz dy dz zz dz dz. Resp. 0. 


i 


5) dždy ds. 


Aplicando a fórmula de Ostrogradsky, calcular os integrais seguintes: 


38. | | (x cos æ+ y cos R +z cos y) ds, «onde S é a superfície de elipsóide. 
S 


2 


y2 z2 
TUR RE 1. Resp. 4mabe. 


39. | | (x3 cos æ -+ y3 cos P23 cos y) ds, onde S é a superfície da esfera 
E 12 
z2 y2+z2= R2, Resp. 5 Rô, 


2 
40. | | x2 dy dz+ y2 dz dr4+ z2 de dy, onde S é a superfície do cone E 


2 2þ2 
(0 LL b). Resp. = ; 


41. | f z dy dz4-y dz dz +z dz dy, onde S é superfície do cilindro x? + y? = a?, 


S 
—H<z<H. Resp. 3na?H. 


2u , ô2u du 
42. Demonstrar a identidade | | fc dx dy = | “an 18» onde C é o con- 
D c i 


N Ra du ; 3 
torno que limita o domínio D e a a derivada segundo a normal exterior. 
(A 
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Resolução: 


TUA EE ) dray= | —Y d+ ay= 
C 


= | [-—Y Eos (s, 2) +X sen(s, 2)] ds, 
Fo) 3 


onde (s, x) é o ângulo entre a tangente ao contorno C e o eixo Ox. Se 
se designar por (n, x) o ângulo entre a normal e Ox, tem-se sen (s, x) = 
= cos (a, x), cos(s x)= — sen (n, x). Por conseguinte, 


1 (= dz + ) da dy = | [X cos (n, x) +Y sen (n, x)] ds. 


Fazendo x= Ou Y BA 


Gaw ôy ’ 


| | (mr EE 3) de dy == | (= cos (n, a)i sen (n, 2) ds 
D G 


ôu 0u ôu 
D C 


A expressã ariana h 
pressão RT chama-se operador de Laplace. 


obtém-se: 


ou 


Estabelecer a identidade (chamada fórmula de Green) 


n) | (vAu — uAv) de dy de= | | (vu Z) do, 
V o 


sendo u e v contínuas e tendo derivadas de segunda ordem contínuas no 
domínio D. Os símbolos Au e Av representam: 


PR a a A a AD 
“de To” aa "ot oa oa 
São os operadores de Laplace no espaço. 


Resolução — Na fórmula 


fi (++) dady da= 


= | f [X cos (n, 2) +Y cos (n, y)+Z cos (n, 2)] do 


façamos g 


X =vux— UUVx, 
, , 
Y=vuy—uvy, 


, , 
Z = vuz — Uvz. 
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Tem-se 


Z n” ” ” n ” 7 
SEO OE v (uxx + Uyy -} uzz)— u (xa — vyy + Uz2) = vAÃu—uAv, 
Xcos(n,x)+-Ycos(n, y)+Z cos (n, )= 


=v (ux cos (n, z) + uy cos (n, y) + uz cos (n, D)—u (vx cos (n, x) + 


ou ðv 


vy cos (n, 3 vz 6 nz))=v— —u— . 
+ vy (n, y)+ vz cos (n, 2) ATA iTA 


Por conseguinte, 


J) | (vAu— uAv) dz dy dz = | | (otu) ôo. 
o 


44. Estabelecer a identidade 


| f f avaz ava f f 2 ao, 
vV o) 


onde Nas zz TH (operador de Laplace). 


dz2 


Resolução — Façamos, na fórmula de Green, estabelecida no exemplo ante- 
rior, v=1. Então, Av=0 e a identidade está demonstrada. 


45. Se u(x, y, z) é uma função harmónica num certo domínio, isto é, uma 
função tal que em cada ponto deste domínio é verificada a equação de Laplace 


ðu , 3u | Ou 


dai T ga Ta O 


tem-se, em toda a superfície fechada o 


| | Za- 0. 
o 


Resolução — Isso resulta directamente da fórmula do problema 44. 


46. Seja u(x, y, z) uma função harmónica num domínio V e consideremos 
em V uma esfera 6 de centro M (z4, Y4, 7) e de raio R. Mostrar que 


1 
U (£1, Y4, nS RE Í E do. 
ERRO, 


Resolução — Consideremos o domínio Q limitado pelas duas esferas o, 


ode raios R e p(ọ< R), de centros no ponto M (z4, y1, 24). Apli- 
quemos a este domínio a fórmula, de Green do problema 43, onde u 
será a função indicada acima e v a função 


Eau E pci 
Cr Væ) Uyy) 


(2—31)? | 
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onde (En, O) é um ponto sobre a superfície da esfera de raio p e de 


centro no ponto M (z4, Y4, 24). 
Façamos tender p para zero: então, (Em, $) —> uU (t4, Y1, z4) 


i r ea 2 2 
Confirmamos directamente, derivando e substituindo, que do 
r z y 


ô92v E 
+ FEA 0. Por conseguinte, 


9 1 
(10 ir do=0, 5 
oro Nr ôn ôn Logo, quando p > 0, obtém-se: 


4 
ot pr ( f u do —> U (24, Y1, 24) 4m. 
(+) dl j 
| | aa cu po MEL do— | ( dr dd dao Além disso, dado que o primeiro membro da igualdade (1) não depende 
= a ol ô E Bio o7 de p, quando p— 0, obtém-se, por fim: 
o o 
= 1 4 1 w] f udo=4mu (£4, Y1, 24) 
Sobre as superfícies oc e G a quantidade — é constante (5 e 5) e g 5 
Ra Pe 
pode-se-la fazer: sair do sinal de integração. Em virtude do resultado ou 
estabelecido no problema 45: so 4 T 
4 | ðu HES u (74, Yis z1) = 4n R2 (1 Q 
R ORE pps o 
g 
4 ôu 
T 
o 
Por conseguinte, 
aid a] 
e a a E do=o, 
g o 
mas 
1 í 
Ta o PES 4 
OR EL COR O nar a 
Logo 
do do=0 
+ u Fo GST u ET o= E 
(o) o 
ou 
1 1 
7E | udo=75 | | u do. (1) 


Apliquemos o teorema da média ao integral da esquerda: 


dfbo-tindifo a 


o 


Capítulo XVI 
SÉRIES 


$ 1. Soma duma série 

Definição — 1. Seja dada uma sucessão numérica infinita (*) 
Ui, U2, Ugy essy Uns iee 

A expressão 


Us + Uz + Uus T.. Hunt... (1) 


chama-se série numérica, sendo os números U, Uz ...» Un,-.. OS 
termos da série. i 


Definição —2. À soma dos n primeiro termos de série chama-se 
soma parcial Sp: 


Sn = Uu Hu +... HUn. 
Consideremos as somas parciais: 
$1 = U4, 
S2 = Uy + Uo, 
S3 = Uy + Us + Ug, 


Sn = Ug F U + ug +H... +U. 
Se o limite seguinte existir e for finito: 


S 
n> oo 
chama-se soma da série (1) e diz-se que a série converge. 
Se lim s, não existe (por exemplo s, — œo quando n —» 00), 


N> 


diz-se que a série (1) diverge e que não tem soma. 


* Diz-se que uma sucessão é dada quando se conhece a lei que permite 
calcular qualquer termo u,, uma vez dado n. 
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Exemplos — Consideremos a série 
a+aq4 ag? +... Hagi... (2) 


É uma progressão geométrica de primeiro termo a € de razão a (a + 0). 
A soma dos n primeiros termos da progressão geométrica (quando q1) 
é igual a 


a—ag” ^ 
Sne a 


1—q ` 
ou 


TAA ag” 
CA Ra 


l. Se |g|<1,9”->0 quando n—> œ e, por conseguinte, 


lim s,= lim Eere Cis Jaz o 
n- PION IEG 1—q 1—q 
Assim, quando q <1,a série (2) converge e a soma é 
a 
s = 1—q . 
2. Se q >L |9"|->»00 quando n—>0c0 e =- —+ o quando 


n-> 00, isto é, que lim s, não existe. Assim, quando q D1, a série (2) 
N> 
diverge. 


3. Se q=1,a série (2) escreve-se 


atatat.. ` $ 


Por conseguinte 


Sn = Na Jim Sn =C 


A n> 
a série diverge. 
4. Se q= — 1, a série (2) escreve-se 
a—a+a—a-}... 


" Ose n é par 
Sn = E 
ase n é ímpar, 
Sn não tem limite, a série diverge. 

Assim, a progressão geométrica (de primeiro termo não nulo) conyerge, 
se, e somente se, a sua razão for menor que a unidade em valor absoluto. 

Teorema — 1. Se a série obtida, suprimindo em (1) vários termos, 
converge, a série proposta converge igualmente. 

Reciprocamente, se a série proposta converge, a série obtida supri- 
mindo vários termos converge igualmente. Por outras palavras, não 
se afecta o carácter de convergência duma série suprimindo um número 
finito de termos. 


Demonstração — Sejam s, a soma dos n primeiro termos da 
série (1), c, » a soma dos k termos suprimidos (notemos que se n for 
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suficientemente grande, todos os termos rejeitados estão compreendidos 
na soma s,) e seja ainda n-k a soma dos termos da série que entram 
em s, mas não em cp. Tem-se 


Sn = Cr F On, 


sendo €} um número constante não dependente de n. 
Resulta desta última relação que se lim On-p existe, então, lim s, 


n-— 00 N> 


também existe; se lim s, existe, o mesmo se diga de lim Op-p, O que 
n 


n-+00 
demonstra o teorema. 


Para terminar este parágrafo, indiquemos duas propriedades ele- 
mentares das séries. 


—>00. 


Teorema — 2. Sea série 


q Has + css (3) 
converge e se a sua soma é s, a série 
ca-cas +... (4) 


em que c é um número arbitrário fixo, converge também e a sua 
soma e cs. 


q Demonstração — Sejam s, e On, respectivamente, as somas par- 
ciais de (3) e (4). Tem-se 


on=ca-t...+can=c(a-...+an)=CSn 


Resulta que a soma parcial On de (4) existe, porque 


lim oc, = lim (csn) =c lim sn = Cs. 


n—>œ n>00 n=>"00 


Assim, a série (4) converge e a sua soma é cs. 
Teorema — 3. Se as séries 


a + (45) + SDE (5) 
e 
e RE to | (6) 
convergem e têm por somas se s, as séries 
5 (a, + bi) + (a2 + b) +... (7) 
(a — bi) + (a2 — b) +... (8) 


% Il 


convergem igualmente e têm por somas s+ s e s— 
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Demonstração — Mostremos a convergência da série (7). Designemos 
a sua soma parcial de índice n por s, e as somas parciais de (5) 


e (6), respectivamente, por Sn e Sn; tem-se 


cn=(4+b)+...+(an+b)= 
rar Ra RO A 


Passando esta igualdade a limite quando n > œ, tem-se 


lim 0, = lim (Sp + sn) = lim sn + lims,=s+s. 
n>00 n—> 0 n>00 n>% 
Assim, a série (7) converge e tem por soma s+ s. 
Duma maneira semelhante se demonstra que a série (8) converge 
também e que tem por soma s—s. 
Diz-se que as séries (7) e (8) foram obtidas, somando e subtraindo 
termo a termo as séries (5) e (6). 


§ 2. Condição necessária de convergência de uma série 


Quando se estuda uma série, uma das questões fundamentais é 
a da convergência ou da divergência dessa série. Mais abaixo estabele- 
ceremos critérios suficientes que resolvem esta questão. Propomo-nos, 
agora, estabelecer um critério necessário de convergência. 

Teorema — Se uma série converge, o seu termo geral u, tende 
para zero quando n tende para infinito. 


Demonstração — Suponhamos que a série 
mw +ug+us +... und... 
converge, isto é, que se tem a igualdade 
lim s,=s, 
n>00 
em que s e a soma da 'série (um número finito fixo); mas, então, 
tem-se, igualmente, a igualdade 
lim s,-14=8, 
n>00 
porque n e (n— 1) tendem para infinito ao mesmo tempo. Subtraindo 
termo a termo a segunda igualdade da primeira, obtém-se: 
Lis a is ee O 
n— 00 n>00 
ou 
lim (Sn — Sn-) = 0 


n> 
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Ora, 
Sn a Sa—4 = Un. 
Logo . 
lim u, =Q, 
n>00 
c. q. d. 


Corolário — Se o termo geral u, duma série não tende para zero 
quando n>5 œ, a série diverge. 


Exemplo — A série 
1 2 3 n 
F RES IE (aee a JE E Ra s.o. 
3 + 5 ] 7 i} + 2n 1 + 
diverge, porque 
lim u =lim (5 )=5 0. 
n= n n5c04 2n+1 zT 
Notemos que o critério examinado dá uma condição necessária, 
mas não suficiente, isto é, que uma série pode bem divergir mesmo 
que o seu termo de ordem n tenda para zero. 
Assim, a série seguinte, dita harmónica 


1 1 1 1 
eai ar e ga oo a Ea en RO 
diverge, se bem que 
lim u, = lim Eig 
n>"00 n>o0 M 


Para o demonstrar, recopiemos um maior número de termos da 
série harmónica: 


1 1 1 1 dl 1 1 
bo O S TE 
Ci | AD RED, 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Toan E EI a LO ECO fo Pi (1) 
Na eee 


Escrevamos, ainda, a série auxiliar 


m 
1 4 1 1 1 1 1 
Ro DR ar Ci E RR RC 
[eee eee 
OR o GE Ur RR RS 
ETC NEEN EN TO LAS ea 
16 termos 


(ET TE TETE 


1 1 9 
+a tda dos (2) 
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Constrói-se a série (2) como se segue: o seu primeiro termo é 


: ; 1 
igual a 1, o segundo igual a Ex o terceiro e o quarto igual a —., 


A E. 1 : ; 1 
os quatro seguintes são iguais a g oito seguintes a TA os dezas- 
seis seguintes iguais a 3º etc. 
Designemos por s a soma dos n primeiros termos da série 
harmónica (1) e por s® a soma dos n primeiros termos da série (2). 
Como cada termo da série (1) é maior que o correspondente 
termo da série (2) ou lhe é igual, tem-se para n>2 


RPC Ra (8) 


Calculemos as somas parciais da série (2) para os valores n iguais 
ae DESDE MDS Das 


s=1—+ e e der, 
144 NR o 1 
+ ava e 


4 termos 


ah 1 1 
a E A 
V e? 
8 termos 


1 1 1 
e a a 
E eg Ee i 
4 termos 


1 1 1 DASA 
+++ lat eta) 2? 
N e em” Nm, marea” 
8 termos 16 termos 


1 1 
calcula-se, do mesmo modo, s;=1 + 6-5» O pe NR É 3 e em 
1 
geral, sp = 1 + ks ` 
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Por conseguinte, as somas parciais da série (2) podem ser supe- 
riores a qualquer número positivo, fazendo k suficientemente grande, 
isto é, que 

lim s? = 00 
D n>00 


mas resulta, então, da relação (3) que 


lim sb = 00, 


n—00 


isto é, que a série harmónica (1) diverge. 


§ 3. Comparação das séries com termos positivos 
Sejam duas séries de termos positivos 
wu tus... Un F e, (1) 
vav eU co ea nna (2) 
Temos os seguintes teoremas. 


Teorema — 1. Se os termos da série (1) não forem superiores 
aos correspondentes termos da série (2), isto é, se 


Un SVr (n=i1, 2, Ea, (3) 
e se (2) converge a série (1) converge também. 


Demonstração — Designemos por s, e o, as somas parciais da 
segunda série: 


n n 
n aea 
Sn = 2 Ui, On = D Ui. 
= = 


- Resulta da condição (3) que 


Sn SL On. (4) 
Como a série (2) converge, as suas somas parciais têm limites 

limio, =-i0: 

n>oo 


Sendo positivos os termos das séries (1) e (2), tem-se 0, < 0, 
e, em virtude da desigualdade (4), 


Sn <O. 


Assim, demonstramos que as somas parciais s, são limitadas 
Notemos que, quando n cresce, a soma parcial s, cresce, e resulta 
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do facto que a sucessão das somas parciais é limitada e cresce 
quando tem um limite (*) 


lim s =s; 


n= 


e, evidentemente, 
s<0. 
O teorema 1 permite pronunciarmo-nos sobre a natureza de certas 
séries. 


Exemplo — 1. A série 
1 1 1 1 
1H +37 Ee «+ +... 


converge, dado que os seus termos são mais pequenos que os termos cor- 
respondentes da série 


1 1 1 1 
estas tod eee tg 


que é uma série geométrica da razão a partir do segundo termo. A sua 


1 
soma é 14 A série proposta converge e a sua soma é menor que 15. 
> 


Teorema — 2. Se os termos da série (1) não forem inferiores 
aos correspondentes termos da série (2), isto é, se 


Un > Un, (5) 
e se a série (2) diverge, a série (1) diverge igualmente. 
Demonstração — Resulta da condição (5) que 
Sn >On: (6) 


Como os termos da série (2) são positivos, a sua soma parcial O, 
cresce com n, e como diverge 
lim o n = 0. 
n—00 


Mas, então, em virtude da desigualdade (6), 


lim s, = 00, 


n>% 


a série (1) diverge. 


* Para se confirmar que a variável Sn tem um limite lembremo-nos 
dum critério de existência do limite duma sucessão (ver cap. II, t. I): «uma 
variável limitada e crescente tem um limite». No nosso caso, a sucessão das 
somas sn é limitada e desce, logo tem um limite, a série converge. 
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Exemplo — 2. A série 
1 1 1 
14+—>+>+. ++... 
VPV n 
diverge, porque, a partir do segundo, os seus termos são superiores aos termos 
correspondentes da série harmónica A 


ue o 1 
traa eha 
que como sz sabe diverge. 


Nota — Os dois critérios que se. acabam de dar (teorema 1 e 2) 
apenas são legítimos para as séries de termos positivos. Continua a 
vigorar quando faltam vários termos numa ou noutra série. Todavia, 
estes critérios já não são verdadeiros se uma qualquer das séries possuir 
termos negativos. 


§ 4. Regra de Alembert 


Teorema (regra de Alembert) — Se numa série de termos positivos 


wu tHuatuste..+Hun+... (1) 
a relação Un tiver um limite finito l quando n> o: 
Un f 
w u 
lim 2H =] 2 
, (2) 
n> Un 


1. a série converge quando I< 1, 
2. a série diverge quando l> 1 


(se l = 1, nada se pode dizer). 


Demonstração — 1. Seja l < 1. Consideremos o número q tal que 
I<q<1 (fig. 242). 


l Ung 1 


ün 
Fig. 342 
Resulta da definição dos limites e da relação (2) que se tem 


para todos os n a partir dum certo número N, isto é, para n >N, 
a desigualdade 


Ei Sg, (2) 


Un 
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. i . Ur . . 
Com efeito, como a quantidade e tende para o limite |, pode-se 


n 
tornar a diferença entre “rt e o número l (a partir dum certo N) 
. . Un x, Sos . 
inferior em valor absoluto a qualquer número positivo, em particular 


a q—l, isto é que 


Esta última desigualdade implica (2). Escrevamos esta igualdade 
para diversos n a partir de N: 


Uni <Qun, 
2 
Uny SUN <QUa, | 


3 
Unts SQUnys QU, | 


Consideremos agora as duas séries 
uy +u +u +. HUn F Unt uns... (1) 
ün quyd une ae (19) 


(1) é uma progressão geométrica de razão positiva q < 1. Logo 
converge. Os termos da série (1), são a partir de un+1, inferiores 


Fig. 343 


aos termos da série (1). Resulta do teorema 1 § 1 que a série (1) 
converge. 


2. Seja l,>1, 
' Resulta de aim a =I(I>1) que a partir dum certo número N, 
isto é, para n >N, se tem a desigualdade 
id | 
Un 


(fig. 343), ou u, +, >> u, para todos os n > N. Mas isso dizer que os 
termos da série crescem a partir do índice N + 1, logo o termo 
geral não tende para zero. A série diverge 


18 
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Exemplo — 1. Estudar a natureza da série 


1 Lo 1 
ARENAS TTE ARE LA jp qe A 
Resolução — Tem-se 
pcs jo AA ME 1 1 
a E, RAST AR DE E 9) (ny)! 
Mada mo 1 
i WEDT nA 
Por conseguinte, 
1 
lim ZH = lim —-=0 <1. 
n500 Un n>co-R+1 e 
A série converge. 
Exemplo — 2. Estudar a natureza da série 
2 Dr 2 2n 
— -H= -H= t.n’ r IMM. 
1 T 2 A o En Sa 
Resolução — Aqui, tem-se 
or. Qtd o Unyi da ga nad = A Boo o SoM 
nima LO TO ce Ua a nl dii Un poi ya Es 


A série diverge, de resto o seu termo geral un tende para infinito. 
Nota — A regra de Alembert permite ver se uma série positiva 


3 ln: . . 
converge sômente no caso em que lim ~ existe e é diferente de 1. 
no Un 
ro e nr ae El 
Se este limite não existir ou se lim Fa = 1, a regra de Alembert 
n->00 n 
não permite concluir que a série converge ou que diverge, porque 
pode, então, tanto convergir como divergir. 
Para determinar a natureza de uma tal série, recorrer-seá a 
um outro critério. 


3 Un. Es u 
Notemos, no entanto, que se lim = = 4 e se o quociente “2+ 


n= Un lin 


for maior que a unidade para n suficientemente grande, a série diverge. 


; U; 
Com efeito, se Z1 >41, 

tin 
não tende para zero quando n> o. 


então Un+ı œ> uU, e o termo geral 


Ilustremos o que foi dito com exemplos. 
Exemplo — 3. Estudar a convergência da série 


n i 
RAEM k 


IR 
CNF C 


SÉRIES 
Resolução — Tem-se 
n+1 
24+2n44 
Tim Pitas qi ERA tia nd i. 
n50 Un n-+00 n5c nê+2n 
n+4+1 


A série diverge, porque = >4 para todo o n: 
n 


Un+i _ n?+2n+1 
üa. n2t2n 


Exemplo — 4. Apliquemos a regra de Alembert à série harmónia 


1 
E E 


4 : 
Tem-se yw=— = e, por conseguinte, 
n , n+1 n+1 
. u ' n 
lim H = lim =1. 
n-+>00 Un n->00 n+1 


Portanto. a regra de Alembert não permite dizer nada sobre a con- 


vergência ou divergência da série harmónica. i A 
Mas estabeleceu-se doutro modo que esta série diverge. 


Exemplo — 5 Estudar a convergência da série 
1 1 1 1 
aireta re Ca PS 


Resolução — Tem-se 


1 jr 1 
maap EEANN aF 

a ATA A ninti o. Bo 
ma (PAU ARE 


A regra d” Alembert nada dá. Mas pode-se demonstrar que esta série 


converse por outras considerações. Com efeito, 
1 Eça 1 
n(n+Hi) n nọ’ 


e pode-se recopiar a série dada sob a forma 


aca) at tr) 


Reduzindo os termos semelhantes, obtém-se a expressão da soma parcial sp: 


Por conseguinte, 


: E Led 
lim sn = lim (1—7) =i, 


n-+00 14-00 


a série converge e a sua soma é igual a 1. 
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§ 5 Regra de Cauchy 
Teorema (regra de Cauchy) — Sendo dada a série 
dy Uz F Us + sim + ads (1) 


de termos positivos, se a quantidade Vu, tiver limite finito 1 quando 
n> o, isto é, se se tiver 
. 1 
lim V wm=, 
n-—00 
l. a série convege se l< 1 
2. a série diverge se l> 1. 


Demonstração — 1. Seja 1< 1. Seja q um número tal quel<g<l. 
Ter-se-á, a partir dum certo n=N 


[Vun si ja = l; 
Daí resulta que 
Vu, <q 
ou melhor 
Un <q" 
para todos os n > N. 
Consideremos, agora, as duas séries: 


mw FHU tus... FUs + Uny Hunt... (1) 
g HHPH... (19) 


A série (1) converge porque os seus termos formam uma pro- 
gressão geométrica decrescente. Os termos da série (1) são, a partir 
2 Uy, inferiores aos respectivos termos de (19. Logo a série (1) converge. 


2. Suponhamos 1 > 1. Ter-se-á, a partir dum certo n = N 
TU aa 
Vun =1 
ou melhor 
Un = 1, 
A série diverge, evidentemente. 
Exemplo — Estudar a convergência da série 
n 


rra tea det (ma) oo 


Resolução — Apliquemos a regra de Cauchy: 


n 
o N-— ; n n i 
lim p u= lim y zr) = lim 


Dyal 
N-+ 00 n-+00 Sn, 1 


A série converge. 


1 
= <1. 


nso 2n +1 á 
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Nota — Tal como para a regra de Alembert o caso em que 


lim V lg b=1 


n>00 


exige um estudo particular. A série pode, então, tanto convergir como 
divergir. Assim, para a série harmónica (que, como se sabe, diverge) 


pe 
lim Yu, = lim yai 
n=00 n>00 n 


n 
1 
Para nos assegurarmos disso, mostremos que lim Log Vs = 0. 


n= 


n 
1 n =m bosn 
iiey ta lim = 
n—> œ n n—> 0 


O numerador e o denominador desta fracção tendem para infinito. 
Apliquemos a regra d'Hospital: 


EE - —Logn f ELAR 
lim Log — = lim ———- = lim —— = 0. 
n n> n 


n-—00 n> Å 


Com efeito, 


S e m GA p 
Assim, Log y =o, mas, então, V ARA 1, isto é, que 


i n E 
lim ]/ =. 


n>o “ 


O mesmo se diga da série 


do pedia Elano 
rur Ra MAGE IA 


para a qual dass 
MES ny n) š 
TET E 


Mas esta série converge porque a partir do segundo, os seus 
termos serão inferiores aos da série convergente 
1 1 1 
E R Da a 
1.27 53 n(n í) 


(ver exemplo 5, § 4). 
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§ 6. Comparação com um integral 


Teorema — Seja a série de termos positivos não crescente 
Uy F u tu... HUn t.. (1) 
isto é, 

Uy > Us Us ++ 
e seja f(x) uma função continua não crescente tal que 
HD =u; M(B=u5... fn) =u.. (2) 
Pode-se, então, afirmar que: 
1. se o integral 


fre) dx 


converge (ver § 7, cap. XI, t. I), a série (1) converge igualmente; 


2. se o integral diverge, a série (1) converge. 
y 


as 
AN 
> 
pog 


0 Ú n nt 


T 


Fig. 344 Fig. 345 


Demonstração — Representemos os termos da série geomètrica- 
mente, reportando ao eixo das abcissas, os números dos termos 1, 


D3 ..,1n, n+1,... e verticalmente os seus valores u, ls, ..., Un, 
(fig. 344). 
Construámos, sobre a mesma figura, o gráfico da função não 
crescente 
y=} (2) 


que satisfaz à condição (2). 

Nota-se, na figura 344, que o primeiro rectângulo construído tem 
por base 1 e por altura f (1) = u,. A área deste rectângulo é, pois, u. 
A área do segundo rectângulo é u», e a área do de ordem n e último 
rectângulo construído é un. A soma das áreas dos rectângulos cons- 
truídos é igual à soma s, dos n primeiros termos da série. Por outro 
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lado a figura em escada formada por estes rectângulos contém o 
domínio limitado pela curva y = f(x) e as rectas x=1, x=n+ 1, 
n+1 
y=0; a área deste domínio é igual a (f(x) dz. 
1 


Por conseguinte, 
n+1 


sm> $ f(9) dz. (3) 


1 


Consideremos, agora, a fig. 345. Aqui, o primeiro rectângulo 
construído tem por altura us e a sua área é também u» A área do 
segundo rectângulo é us, etc. A área do último rectângulo construído 
é Un+1- Por conseguinte, a área de todos os rectângulos construídos 
é igual à soma dos (n + 1) primeiros termos da série menos o pri- 
meiro, ou seja, Sn+1 — Ui. Por outro lado, como é fácil de ver, 
a figura em escada formada por estes rectângulos está compreendida 


no trapézio curvilíneo formado pela curva y = f (x) e as rectas x = l, 
n+ 


1 
x=n+1,y=0. A área deste trapézio curvilíneo é igual a | f (2) dz. 


Logo n+ 


Sn+1 — U < ' f(x) dz, 


donde n+ 
Snt < f f (x) dz + u. (4) 


Consideremos, agora, os dois casos. 


oo 


1. Suponhamos que o integral 4 f (x) dz converge, isto é, que 
i 


tem um valor finito. 

Como A os 
$ f (a) de < f f (2) de, 
1 


tem-se, em virtude da desigualdade (4), 


Sn < Sais < | f (2) de + us, 
1 


isto é, que a soma parcial s, é limitada qualquer que seja n. Ora, 
ela cresce com n, porque todos os u, são positivos. Logo Sn tem |. 
um limite finito quando n > o 


lim Sn 
n->00 


a série converge. 
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2. Suponhamos em seguida que Í f (x) dz = oo. Tal quer dizer 
n+i 1 

que | f (x) dx cresce indefinidamente com n. Mas, então, em virtude 


da desigualdade (3), Sn cresce também indefinidamente com n, isto é, 
a série diverge. 


O teorema, está pois, completamente demonstrado. 


Exemplo — Estudar a convergência da série 
1. 1 1 1 
To op + gp + ... gr . 


Resolução — Comparemos com o integral da função 


que satisfaz a todas as condições do teorema. Considermos o integral 


N 1 1 
às do Pa qo) pá pet 
| ad Tr T=p E] 
1 Log z |N = Log N para p=: 


ç t nder N para anti e estudemos a onver ência do inte ral 
F R amos te nf nito c Bi 8 


Poder-se-á, então, julgar da convergência do integral segundo os valores de P. 


œo 
( dy 1 E 
Se p> |, | aoo , O integral é finito, logo a série diverge. 
1 
oo 
dE As da e 
ep<d, =» O, o integral é infinito, a série diverge. 
| 
oo 
aê dz E 
Se p=, i) o O; o integral é infinito, a série diverge. 
1 


Notemos que nem a re q | 
$ ç gra d'Alembert nem a de Cauch 
questão da convergência desta série. Com efeito, PARES 


lim Mo 


rn p 1 
n5>00 Un n500 | n41 EEN 


A y res É n 1 n 
lim Vu, = lim V —s = lim Es Keu 1 
n> n= nb l dt uy 


n= 
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§ 7. Séries alternadas. Teorema de Leibniz 


Considerámos, até agora, séries de termos positivos. Neste pará- 
grafo vamos considerar séries cujos sinais dos termos são alternados, 
isto é, séries da forma 


Uy — Us HU — Ut- 
em que Ui, Uz ..., Up, São positivos. 


Teorema de Leibniz — Se numa série alternada 


Uy — Us H Uz — U, +... (4, >0), (1) 
os termos vão decrescendo 
U Us Du; >... (2) 
e se 
lim u, =), (3) 
n->00 


a série (1) converge, a sua soma é positiva e não é superior ao primeiro 
termo. 


Demonstração — Consideremos a soma dos n = 2m primeiros ter- 
mos da série (1): 


Sam = (u4 — Us) + (us —u)+...+ (Usm-4 — Uzm). 


Resulta da condição (2) que as expressões entre parêntesis são 
positivas. Logo a soma Sam é positiva 


Som = 0 
e cresce com m. 
Recopiemos, agora, esta soma sob a forma 


Som = Us — (Uz — Us) — (U, — Us) — 
“+ — (Uom—a — Usm-1) — Uzm- 


Em virtude da condição (2), cada expressão entre parêntesis é 
positiva, logo, subtraindo todas as expressões entre parêntesis de um, 
obtém-se um número inferior a um, isto é, que 


Som < Uso 


Por conseguinte, estabelecemos que Sam cresce com m e é limitada 
superiormente. Resulta que Sm tem um limite s: 


lim sm = 5 


m>% 


O< S<. 
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Todavia, não demonstrámos ainda que a série converge; demons- 
trámos somente que a sucessão das somas parciais pares tem um 
limite s. Demonstremos agora que as somas parciais ímpares tendem 
também para s. 

Consideremos, para esse efeito, a soma dos n = 2m + 1 primeiros 
termos da série (1): 


S2m+1 = Som Ste Uom+4- 


Como, segundo a condição (3), lim u,m+1 = O, tem-se 


m-+00 


lim som = lim Som + lim uma = lim Som = S. 


m> m="00 m—>00 m=>00 


Do mesmo modo, demonstramos que lim s, = s quer n seja par 


n>00 


quer seja ímpar. 
Logo a série converge. 


Fig. 346 


Nota — 1. O teorema de Leibniz pode ser ilustrado geométrica- 


mente como se segue. Reportemos ao eixo numérico as somas parciais 
(fig. 346): 


S4 = Uly, S2 = U] — Us = S4 — Ulo, S3 = S3 F Ug, 


Sh 803 


— Us, S5 = S, F Us, 
e assim sucessivamente. 
Os pontos que representam as somas parciais tendem para um 


ponto s que representa a soma da série. As somas parciais pares 
encontram-se à esquerda de s, as somas parciais ímpares à direita de s. 


Nota— 2. Se uma série alternada satisfaz à condição do teorema 
de Leibniz, não é difícil avaliar o erro cometido quando se substituir 
a sua soma s por uma soma parcial s,. Isto equivale a desprezar todos 
os termos a partir de u+1. Mas estes termos formam uma série 
alternada cuja soma é, em valor absoluto, inferior ao primeiro termo 
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desprezado (un +1). Por conseguinte, o erro cometido quando se substi- 
(ui s por s, não ultrapassa em valor absoluto o primeiro termo des- 


prezado. 


Exemplo — 1. A série harmónica alternada 


converge porque 
1 1 
1) taZ aT eaa 


1 
2) lim u,= lim — =0. 
n= n5o ” 


A soma dos n primeiros termos desta série 


1 1 1 
ASA Art 


; neS 1 
difere da soma s da série por uma quantidade inferior a ar 
Exemplo —2. A série 


1 1 1 
a RE TR TR 


converge em virtude do teorema de Leibniz. 


§ 8. Séries de termos de sinais quaisquer 
Convergência absoluta e semi-convergência 


Uma série diz-se de termos de sinais quaisquer se se encontra 
entre os seus termos, quer termos positivos quer termos negativos. 

As séries alternadas do parágrafo anterior são, evidentemente, 
um caso particular das séries de termos quaisquer. 

Vamos examinar algumas propriedades das séries de termos de 
sinais quaisquer. 5 i : 

Contràriamente à convenção adoptada no parágrafo anterior, admi- 
tiremos daqui em diante que os números U Uz ...» Uns podem ser 


quer negativos quer positivos. i aie i 
Vamos dar, em primeiro lugar, um importante critério suficiente 


da convergência das séries de termos de sinais quaisquer. 


Teorema — 1. Se a série de termos de sinais quaisquer 


kiua RR a e (1) 


284 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


é tal que a série formada com os valores absolutos dos seus termos 


Ig) + uau | (2) 


converge, a série proposta também converge. 


Demonstração — Sejam Sn € Gn as somas dos n primeiros termos 
das séries (1) e (2). 
Sejam ainda s, a soma de todos os termos positivos e sn a soma 


dos valores absolutos de todos os termos negativos contidos nos n 
primeiros termos da série proposta 


Sn = Sn — Sni 0n=S + Sn- 


à „Por hipótese, o, tem por limite O; Sn e sy são quantidades 
positivas crescentes inferiores a o. Logo, têm limites s e s”. Resulta 
da relação s, = sp — sí ques, também tem um limite que é igual 
as — “s, isto é, que a série de termos de sinais quaisquer (1) converge. 

O teorema demonstrado permite julgar da convergência de certas 


Séries de termos de sinais variáveis. O estudo da questão da conver- 


gência duma tal série reduz-se, então, ao estudo duma tal série de 
termos positivos. 


Consideremos dois exemplos. 
Exemplo — 1. Estudar a convergência da série 


“sena | sen2Za | sen 3a sen no, 
E a qr 


Fiers (3) 


nè 
onde a é um número qualquer. 


Resolução — Consideremos, paralelamente à série proposta, as séries 


sen q sen 2q sen 3a |, sen na, 

a a ee |Het a +... (4) 
14 pra a 1 
aE RR a aa © 


A série (5) converge (ver § 6). Os termos da série (4) ã i 
y . não são superiores 
aos termos da série 65); logo (4) também converge. Resulta do rea 
demonstrado que a série (3) converge também: 


Exemplo —2. Estudar a convergência da série 


n 
cos — cosg + cos 55 cos (2n —- 1) z 
3 U E A a Ga (6) 


Resolução — Consideremos, ao mesmo tempo que a série proposta, a série 


o 1 
ata gago ts (n 
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pl: 7 : 1 
Esta série converge, porque é uma progressão geométrica de razão =, 


3 
Resulta daí a convergência da série dada (6) porque os seus termos são 
imeriores em valores absolutos aos termos da série (7). 

Notemos que o critério de convergência demonstrado acima é 
simplesmente suficiente para que uma série de termos quaisquer con- 
verja, mas não necessária; existem séries com termos de sinais variáveis 
que convergem, mas cujas séries dos valores: absolutos divergem. 

Daí, ser útil introduzir as noções de convergência absoluta e 
semi-convergência para as séries de termos quaisquer e classificar assim 
estas séries. 


Definição — A série de termos de sinais variáveis 
ud-us+Hug+...+und... (1) 
diz-se absolutamente convergente se a série formada com os valores 
absolutos dos seus termos 


[ul + lul + lui... +lunl+... (2) 
converge. 


Se a série (1) converge, mas se a série (2) diverge, a série pro- 
posta (1) diz-se semi-convergente ou não absolutamente convergente. 


Exemplo — 3. A série harmónica alternada 


Ta 
les ta g er 


é semi-convergente, porque a série dos yalores absolutos é a série harmónica 
E A 
Rc ER A 
1+ pA l 3 + 4 + £ 


que diverge. A série harmónica alternada converge, como resulta do critério 
de Leibniz. 


Exemplo — 4. A série 
1 1 1 
RE RE E CR 
é absolutamente convergente, dado que a série dos valores absolutos 


1 1 q 
A ag uk A 
converge, como ficou estabelecido no § 4. 
Utilizando a noção de convergência absoluta, formula-se mui 
vezes o teorema 1 como se segue: uma série absolutamente convergen 


é convergente. ij , 
Indiquemos para terminar (sem demonstração) as seguintes p 
priedades das séries absolutamente convergentes e semi-convergen 
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Teorema — 2. Se uma série converge absolutamente, ela converge 
absolutamente quando se muda arbitráriamente a ordem dos seus termos. 
A soma duma tal série não depende da ordem dos seus termos. 

Esta propriedade não se conserva para as séries semi-convergentes. 


Teorema — 3. Se uma série é semi-convergente, pode-se reagrupar 
os seus termos de maneira que a soma da nova série obtida seja igual 
a um número A dado antecipadamente. Além disso, pode-se reagrupar 
os termos duma série semi-convergente de maneira que essa nova 
série seja divergente. 

A demonstração destes teoremas sai do âmbito deste curso. Para 
ilustrar o facto de que se pode reagrupar os termos duma série. semi- 
-convergente de maneira a modificar a sua soma, consideremos o 
exemplo seguinte. 


Exemplo -— 5. A série alterada 


1 1 1 
Dect (8) 
não converge absolutamente. Seja s a sua soma. Tem-se, evidentemente, s > 0. 
Reagrupemos os termos de (8) dz modo que um termo positivo seja seguido 
de dois termos negativos: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
ERR ASR PERO TESE TARA ORRE TS 
— O ed — mm N e e? 


Mostremos que a série obtida converge, mas que a sua soma s é duas 
vezes menor que a soma da série (8), isto é, que é igual a Se. Sejam s, e s, 


as somas parciais das séries (8) e (9). Consideremos a soma dos 3k termos 
da série (9): 


Fin eh feat i cd 1 1 di. 

fes elraça a a e E 
1 1 1 1 4 1 

A uai 


1 1 1 1 1 1 

sy id Ja ( z) Es e 2h ) FA 
1 
3 E: ; ... aa E SR . 


Por conseguinte, 1 1 
lim si, = lim > sop = S. 
k= sh li-s00 2 2 


Depois lim sí lim (s; = 
im s = lin 
A E atar PEK 


EIOPA ; 1 
Jim sin co= lim (s5 Hapy UE dp 
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Logo, obtém-se : 


lim s, =s = 8. 
n-—00 2 


Vê-se que a soma da série mudou após reagrupamento dos seus termos 
(diminuiu de metade). 


§ 9. Séries de funções 


Chama-se série de junções a toda a série na qual o termo geral 
é uma função duma variável x. 
Consideremos a série de funções 


u, (2) + us (£) + us (2) +... + un(a) +... (1) 


Dando a x diferentes valores numéricos obtém-se diferentes séries 
numéricas que podem tanto convergir como divergir. 

O conjunto dos valores de x para os quais a série de funções 
converge chama-se domínio de convergência dessa série. 

É evidente que, no domínio de convergência duma série de funções, 
a sua soma é uma certa função de x. 

Eis porque se a designa por s(x). 


Exemplo — Consideremos a série 
tato. HPH 


Esta série converge para todos os x no intervalo (— 1, 1), isto é, 
para todos os x que satisfaçam à condição |x|< 1. Para todo o valor de x 


z 


deste intervalo, a soma da série é igual a (a soma duma progressão 


1 
ES 
geométrica, decrescente de razão x). Por conseguinte, a série proposta define 
no intervalo (— 1, 1) a função 


s (z) = 


que representa a soma da série, isto é, que 


q sirtta... 


Designemos por s, (x) a soma dos n primeiros termos da série (1), 
se esta série converge e se a sua soma é s(x), então, 


s (x) = Sn (2) + ra (2), 
onde r, (x) é o resto da série (1): 


Tn (2) = Unsa (2) + Rasa (x) +... 
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Temos para todos os x do intervalo de convergência lims, (x) = 


= s (x), logo qo 
lim ra (x) = lim [s(2) — sa (2)]=0, 


o que mostra que o resto r, (x)duma série convergente tende para 
zero quando n> o. 
§ 10. Séries majoráveis 
Definição — A série de funções 
u (2) + ua (2) + us (2) +... + un (2) +... (1) 


diz-se majorável num certo domínio de variação de x, se existir uma 
série numérica convergente de termos positivos 


Qi HA +a-+...+tan+... (2) 
tal que se tenha para todo o x do domínio considerado 
Ju (2) |< qu, | uo (2) | < Oo, PER [Un (1) |< qm, sAd (3) 


Por outras palavras, uma série é majorável se cada um destes 
termos não for superior em valor absoluto ao termo correspcndente 
duma série numérica convergente de termos positivos. 

Assim, a série 


cosx cos2r  cos3z COSnNT 
+ + + EE. 
1 Zé © n 


é majorável sobre todo o eixo Ox. Com efeito, tem-se para todos os 
vaiores de x a relação 


cosnx 1 


7 
] 
pa 


n 


e sabe-se que a série 


Paa A 
Ee Sy san 


converge. 

Resulta imediatamente da definição que uma série majorável 
num certo domínio é absolutamente convergente em todos os pontos 
desse domínio (ver § 8). Além disso, numa série majorável goza da 
importante propriedade seguinte.. 
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Teorema — Suponhamos que a série de funções 
u, (2) Hua (o) +... un (o) +... 
é maiorável sobre o segmento fa, b]. Seiam s(x) a soma desta série, 
a soma dos seus n primeiros termos. Então, corresponde a 
qualquer e > 0 arbitráramente pequeno um numero N tal que para 
todos os n> N 
| s(x) — Sn (2) | <E, 
qualquer que seja x sobre o segmento [a, b]. 
Demonstração — Designemos por s a soma da série (2): 
o = a; + Q +% F -o F On F Anti Fo 


Tem-se 
0o = On + En, 


em que o, é a soma dos n primeiros termos de (2) e €n O resto 


desta série: 
En = Anti + An+2 + ... 


Como esta série converge. tem-se 


limo,=o0 
| inc) 

e, por conseguinte, 
lim e, = 0; 
n=>00 


Escrevamos, agora. a soma da série de funções ( 1) sob a forma 
s (2) = Sn (2) + En (x), 


em que 


Sn (1) = Us (0) +... + un (2), 
Tn (x) = Unti (2) + Un+s (x) + Un+3 (x) res. 


Resulta da condição (3) que | 
[Unti (x) | << n+, | Un+2 (2) | < On +2 


e, portanto, 
[ra (2) | En 
para todos os x do domínio considerado. 
E [s (@) — sn (2) | < En 


para todo o x do segmento [a, b] e e, — 0 quando n— o. 
Nota — O resultado obtido pode ser ilustrado geomètricamente 


como se segue. i 3 
Consideremos o gráfico da função v = s(x). Construamos uma 


faixa de largura 2e, , sobre esta curva, isto é, construamos as curvas 
y=s() + & e y=s(x)— & (fig. 347). 
19 
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Nestas condições qualquer que seja e, O gráfico da função s, (x) 
ficará contido completamente nesta faixa que conterá igualmente os 
gráficos de todas as somas parciais seguintes. 


Nota — Numa série de funções arbitrárias convergindo sobre o 
segmento [a, b], não goza forçosamente da propriedade demonstrada 


Fig. 347 


no teorema. Mas existem séries não majoráveis que gozam da referida 
propriedade. Toda a série que goza desta propriedade diz-se unifor- 
memente convergente sobre o segmento la, b]. 

Assim, a série de funções u, (x) + u, +... +u, (x) + ... diz-se 
uniformemente convergente sobre o segmento [a, b] se corresponde a 
todo o e>0 arbitràriamente pequeno um número N tal que, para 
todo o n>N, se tenha i 


ls (2) — sn (2)| <e 


qualquer que seja x sobre o segmento [a, b]. 
"Resulta do teorema demonstrado que uma série majorável é 
uniformemente convergente. 


§ 11. Continuidade da soma duma série 


Seja uma série de funções contínuas 
ty (2) Hua (z) +... Hun (a) +... 


convergente sobre um segmento [a, b]. 

; Demonstramos no capítulo II (t. I) um teorema sobre a conti- 
nuidade da soma de um número finito de funções contínuas. Esta 
propriedade já não é conservada para a soma duma série (que contém 


n O E 
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uma infinidade de termos). Certas séries de funções contínuas têm 
por soma funções descontínuas. 


Exemplo — Consideremos a série 
1 1 4 1 1 1 
a ——— 


ER Tu 5 2-7 Con 
(03-28) p(u! a). he TE a tool a 
Os termos desta série (que figuram entre parêntesis) são funções conti- 


1 


nuas qualquer que seja x. Mostremos que esta série converge e que a sua soma 
é uma função descontínua. 


Fig. 348 
Achemos a soma dos n primeiros termos desta série: 
1 
Sn =£ ênri Eg 
Calculemos a soma da série: 
Sex>0 4 
s= lim sp (2)= lim ("+ —-g=1—z, 
n0 n0 
Se x< 0 1 
s= lim sp (2)= lim (—|2|?”tt —z)=—1— r 
N> n-00 


Se x=0, tem-se sn=0, logo s= lim s„=0. Tem-se, pois: 
n> 
s (z) =1—zr para z>0, 
s(z)=—1—x para s<0, 
s (x)=0 para s= 0; 
Assim, a soma da série considerada é uma função descontínua. Repre- 
sentamos o seu gráfico na figura 348, bem como das somas parciais s, (x), s, (x) 


e sa (2). 
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O teorema seguinte diz respeito às séries majoráveis. 


é Teomera — 4 soma duma série de funções contínuas majorável 
sobre o segmento [a, b] é uma função contínua sobre esse segmento. 


— Demonstração — Consideremos a série de funções contínuas majo- 
rável sobre o segmento [a, b] 


us (2) + ua (2) + uz (2) +... (1) 
Escrevamos a sua soma sob a forma 


S (x) = 8n (x) + Tn (2), 


onde 


Sn (x = uu (x) + ess Tun (2), 
Fn (x) = Un (x) E Un+2 (x) F R 


Tomemos sobre o segmento [a, b] um x arbitrário e demos-lhe 
um acréscimo Ax, tal que x + Ax pertença a [a, b]. 
Introduzamos as notações 


As=s(x+ Az) — s (x); 
io ASn = Sn (£ + A2) —s, (2); 
As= As, + rn (2 HAr) —r, (2), 
donde 
[As|< Asn | + [rn (£ + Av) | + ra (2)|. (2) 

Esta igualdade é verdadeira para todo o n. 

Para demonstrar a continuidade de s(x), é preciso demonstrar 
que, qualquer que seja € > 0 arbitràriamente pequeno, antecipadamente 
dado. existe 8 > 0 tal que, para todos os | Axi < ô, se tenha |As|< e. 


Como a série proposta (1) é majorável 
e>0 um n tal que J corresponde a todo o 


Irs (DI<, (3) 


qualquer que seja x sobre o segmento [a, b]. O núm 
] D]: ero x - 
tence ao segmento [a, b], logo 5 Pede ss 


Irs +A). RSSA 


i “Por outra via, para o N escolhido, a soma parcial sy (x) é uma 
unção contínua (a soma dum número finito de funções contínuas), e 
» , 
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por conseguinte, pode-se escolher ô positivo tal que, para todo o Ax que 
satisfaça à condição |Ax|<& se tenha 


| Asx |< $ : (4) 
Resulta das desigualdades (2), (3), (37), (4) 


€ E € 
SEE ENE 
isto é, 
|As| <e, visto que | Az| < ô, 


o que prova que s(x) é uma função contínua no ponto x (e, portanto, 
em qualquer ponto do segmento [a, b]). 


Nota — Resulta do teorema demonstrado que se a soma duma 
série e descontínua sobre um segmento dado [a, b], a série não pode 
ser majorada sobrê esse segmento. Assim, a séric estudada como 
exemplo não pode ser majorada sobre todo o segmento que contém 
o ponto x=0 no qual a série é descontínua. 

Notemos. por fim, que o fecíproco não é verdadeiro: existem 
séries não majoráveis sobre um segmento mas que convergem sobre 
esse segmento para uma função contínua. Em especial, qualquer série 
uniformemente convergente sobre o segmento [a, b] (mesmo se não 
for majorável) tem por soma uma função contínua (se, bem entendido 
todos os seus termos forem contínuos). 


$ 12. Integração e derivação de séries 
Teorema — 1. Seja a série de funções contínuas 
u, (2) + us (2) +... + uno) +... (1) 


maijorável sobre o segmento [a, b] e seja s(x) a sua soma. O integral 
de s(x) entre a e x, pertencente a [a, b], é igual à soma dos integrais 
dos termos da série entre os mesmos limites: 


Tai Ne dd fuso CA pa 


Demonstração — A função s (x) pode ser posta sob a forma 
S (2) = 8, (x) E Pn (2) 
ou 


s (£) = u (2) + ua (2) H... + Un (a) Hrn (a). 
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Tem-se 


x 


Sn Pa ERENS 


o Sun (o) de ra (2) da (2) 


(o integral duma soma finita de termos é igual à soma dos seus 
integrais). 
| Como a série proposta (1) é majorável, tem-se, qualquer que 
seja x, | rn (x) | < en, onde e, — 0 quando n > œ. Logo 
x x x 
Sreo dr| < EN n ONL + | en dr = 
[94 œ [97 
= + En (z — o) [En (b — a). 
Como e, — 0, tem-se 


lim f r, (2) de= 0. 


n>00 q 


Mas, deduz-se de (2) 
ç rn (£) de = f s (2) de — [$ uu (2) de + e. + PR (2) dz |. 


Por conseguinte, 
x 


lim Í Í s (x) dz — [Judet t fun (dzl) =0 


[o 
ou 


lim EEE OE N E A ey (3) 


n> 


A soma entre parêntesis recto é uma soma parcial para a série 


fulade +... + fun (e) de+... (4) 


Como as somas parciais desta série têm um limite, esta série 
x 


converge e a sua soma é igual, em virtude de (3), a Í s(x} dz, ou seja 
a 
x 


[de= Du(o)de+ fu(ode +. tun (ode + 


É a igualdade. que nos propunhamos demonstrar. 
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Nota — 1. Se a série não for majorável, não é sempre possível 
x 


integrar termo a termo, isto é, que o integral Í s (x) dx da soma 
Q 


da série (1) não é sempre igual à soma dos integrais dos seus 
termos (isto é, a soma (4)). 


Teorema — 2. Se a série 
u, (2) +u (2) +- -Hun (a) +... (5) 


de funções que têm derivadas contínuas sobre [a, b], converge sobre 
este segmento para s(x) e se a série 


u (2) + us (2) +... Hun (2) +... (6) 


formada com as derivadas dos seus termos, é majorável sobre este 
segmento, então, a soma da série das derivadas é igual à derivada da 
soma da série proposta: 


s (a) =u (2) +u (2) Hu (a) H e Hun (a) He 
Demonstração — Designemos por F (x) a soma da série (6): 
F (2) =u; (2) +u (a) +. Hun DH... 


e demonstremos que 
Fie =se): 


Como a série (6) é majorável, tem-se, em virtude do teorema 
anterior, 


| F(a) de= f u (2) de + (u (ade +... + fu (ade +... 
Integrando no segundo membro, obtém-se 
É F (2) de= [uu (2) — uu (a)] + 


+ [vz (2) — us ()] ++... + [un (2) — un ()] +... 
Mas 
s (z) = u, (2) +u (2) +... +H Un (2) +... 
s (a) = u (a) + ua (&) +... HUn (Q) +... 


quaisquer que sejam x e œ sobre o segmento [a, b]. Por conseguinte, 


f F (x) dz = s (2) — s (æ). 
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Derivando em relação a x, os dois membros desta igualdade, 


obtém-se à 


Por conseguinte, demonstramos que sendo as condições do teo- 
rema satisfeitas, a derivada da soma duma série é igual à soma das 
derivadas dos seus termos. 


Nota —2. É muito importante que a série derivada seja majorável, 
porque se esta condição não for observada, a derivação termo a-termo 
pode-se tornar impossível. 

Para confirmar este facto, consideremos um exemplo duma série 
majorável que não possa ser derivada termo a termo. 

Consideremos a série 


sen 1*x sen 2ºr sen 3:y high de sen ntz 4 
42 92 32 pp nº? TER 


Esta série converge para uma função contínua, porque é majo- 
rável. Com efeito, qualquer que seja x, os seus termos são inferiores, 
em valores absolutos, aos termos da série numérica convergente 


1 1 1 1 
1 + o ig e PAG +... 
Escrevamos a série formada com as derivadas dos termos da 


série proposta: 
coss + 22cos2tx +... + nº cosntz + RE 


Esta série diverge. Assim, quando x = 0, transforma-se em 


12. tra... 


(poder-se-ia demonstrar que diverge não somente para x = 0). 


§ 13. Séries inteiras ou séries de potências 
Intervalo de convergência 


Definição — 1. Chama-se série inteira ou série de potências a 
uma série da forma 


2 n 
a +H urt ax p.n Hant Hn, (1) 
em qUe do, Ai, Az, ..., Ap, ... São constantes dadas, chamadas coeficientes 
da série. 
O conjunto dos pontos de convergência duma série é um intervalo, 
que se pode reduzir a um ponto. Para nos certificarmos disso, demons- 


traremos, em primeiro lugar, o teorema seguinte, fundamental na teoria 
das séries inteiras. 
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Teorema (d'Abel) —1. a) Se uma série inteira converge para 
um certo valor de xo, não nulo, converge absolutamente para qualquer 


valor de x tal que 
[= |) 


órie di "adi e para 
b) Se a série diverge para um certo valor de x, diverge p 


qualquer x tal que 
letala: 


Demonstração — 1. Como, por hipótese, a série numérica 
2 Te 1 
ao + Quão + daxo +... F anto H.. (1) 
3 ue 
converge, o seu termo apx —> 0 quando n> oo, o que prova q 


existe um número positivo M tal que todos os termos da série são 


inferiores em valor absoluto a M. 
Recopiemos a série (1) sob a forma 


2 afeg n 
do F Quão (=) tina (=) +... F a (=) +... (fa) 
0 


To 
e consideremos a série dos valores absolutos dos seus termos: 


Helo, 


+ | axo] 


0 


| ão | + | são | 


Zo 


ido (2) 


n 


n 
S Ano 
+ |an E 


Os termos desta série são inferiores aos termos correspondentes 


da série i 


MEN e (3) 


x 


Zo 


£ 


M+M|Z|+m| Z| +...+M 


z 

To To 

Quando |x| < |xə|, esta última série é uma série geométrica de 

razão [ns < 1, logo, converge. Como os termos da série (2) são 
pista f 


inferiores Ae de (3), resulta que a série (2) converge também, o que 
significa que a série (la) ou (1) converge absolutamente. 


2. Já não é difícil, agora, a segunda parte do teorema: Teo 
mos que a série (1) diverge num certo ponto %,. Então, ela aro 
também em qualquer ponto x tal que |x| > |x,| Com a: eito, Es 
ela convergisse num certo ponto x que satisfaça a esta condição, 
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virtude da primeira parte do teorema, convergiria igualmente no 
ponto zo, porque |x, |< |x |. Mas, isto é contrário à hipótese que 
a série diverge no ponto x;. Logo a série diverge também no ponto x. 
O teorema está completamente demonstrado. 

O teorema d'Abel permite julgar da disposição dos pontos de 
convergência e de divergência duma série inteira. Com efeito, se xo 
é um ponto de convergência, todos os pontos do intervalo (= idos Pp) 
são pontos de convergência absoluta. Se % é um ponto de divergência, 
toda a semi-recta à direita de | x, | e a semi-recta à esquerda de — | x; | 
são constituídos de pontos de divergência. 


a série converge 


a Ep SRA ; 


a série diverge a série diverge 


EE ie, 0 


Fig. 349 


Isto permite concluir que existe um número R tal que os pontos 
|x|<R são pontos de convergência absoluta, e os pontos |x|>R 
pontos de divergência. 

Tem-se, pois, o teorema seguinte sobre a estrutura do conjunto 
dos pontos de convergência duma série inteira. 


Teorema — 2. O conjunto dos pontos de*convergência duma série 
inteira é um intervalo centrado sobre a origem das coordenadas. 


Definição — 2. Chama-se intervalo de convergência duma série 
inteira ao intervalo compreendido entre os pontos — R e + R tal que 
a série converge, e mesmo absolutamente, nos pontos x desse intervalo 
e diverge nos pontos x que lhe são exteriores (fig. 349). O número R 
chama-se raio de convergência da série inteira, 

Nas extremidades do intervalo (isto é, nos pontos x = R e x = — R), 
a questão de convergência ou de divergência da série proposta deve 
ser objecto dum estudo especial, 

Notemos que para certas séries o intervalo de convergência se 
reduz a um ponto (R = 0) e para outros estende-se a todo o eixo Ox 
(R = œ). 

Indiquemos um modo para determinar o raio de convergência 
duma série inteira. 

Consideremos a série 


EAE E E OM a A A (1) 
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e formemos a série dos valores absolutos dos seus termos: 
2 TO 
lal +lallei+ laili + lali + 
4 
eee e E RD aE (4) 


Para determinar a convergência desta última série (de termos 
positivos) apliquemos a regra d'Alembert. 
Suponhamos que existe o limite 


n+1 

ER DER, 
E ee Go | O ia | o = Bai 
n> Un n=s00) ad! n>01 an 


Então, segundo a regra d'Alembert, a série (4) converge L|x|< 1, 
isto é, para |z |< = e diverge quando L|x|> 1, isto é, para 
|z |> r 


1 
Por conseguinte, a série (1) converge absolutamente para | x | < T: 


Ser [4] => z um = |z |L >11, ea série (4) diverge, o seu 
L s n-+00 He: (*) 

termo geral não tende para zero (*). ga Tea y s 
NES então, o termo geral da série inteira (1) não tende mais 
para zero, o que significa, em virtude do critério de convergência 


necessário, que esta série inteira diverge quando | x | > L 


E di 4d ; 
Resulta do que precede que o intervalo at À é o intervalo 
de convergência da série inteira (1), isto é, que 
Jy ge = lim | ~> 
L n>% | än+1 


Duma maneira análoga, pode-se também servir-se da Tegra de 
Cauchy para determinar o intervalo de convergência duma série inteira, 


Obtém-se, então, 
1 
To np. . 
lim VJa, | 
n= 
(*) Lembremos que durante a demonstração da regra d'Alembert (ver § 4) 


im f i ão tendia para zero. 
notamos que se lim ss > 1,0 termo geral crescia, logo não p 
n— 00 n 
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Exemplo — 1. Determinar o intervalo de convergência da série 
(hepatpasp. por. 
Resolução — Aplicando a regra d'Alembert, obtém-se 


[= 121. 


à qn+1 
lim 


n—00 


gn 


Por conseguinte, a série converge para |x|< 1 e diver 

. | | ge para |x i 
A regra d'Alembert nada dá nos pontos fronteiriços do intervalo E i w a 
vê-se directamente que a série diverge nos pontos x = = 1. 


Exemplo — 2. Determinar o intervalo de convergência da série 
2g (22)2 (2x)3 


1 2 3 
Resolução — Apliquemos a regra d'Alembert: 
(Qar+ 
s n-+41 ; n 
le ar | dE | | [Rel tBe 
n 


A série converge quando |2x|< 1, isto é, se miz converge no 


ponto z=4 e diverge no ponto z=—4, 
Exemplo — 3. Determinar o intervalo de convergência da série 
x2 x3? an 
£- — — — 
H z] -+ ar ee nl +... 


Resolução — Apliquemos a regra d'Alembert: 


Un+1 a"+In! | 


Un 


= lim 
n-—00 


lim 


n—00 


x” (n41)! 


Como o limite não depende de x e com i 
limi o é menor que 1, a série co 
qualquer que seja x. A E Aguia 


Exemplo — 4. A série 1+ z+ (27)21(37)3-+ E ia 
j Age --- diverge qual- 
quer que seja x, excepto x =0, porque (nz)? —» 

que seja x não nulo. nd œ quando n—> co qualquer 


Ea T ese 
== lim = [-9<4 


n> 


Teorema — 3. Uma série inteira 
2 
ay + at + at +... Hant” +... (1) 


é majorável sobre o segmento [— p, p] contido no seu intervalo de 
convergência. 


Demonstração — Por hipótese, tera-se p < R (fig. 350) e, portanto 
a série numérica (de termos positivos) i 


lalt lalo +lal? +... +lanlo” (5) 


e ii E Ce 


converge. Mas, quando |x|< p, os termos da série (1) não são supe- 
riores em valores absolutos aos termos correspondentes de (5). Logo 
a série (1) é majorável sobre o segmento [— p, pl. 

Corolário — 1. A soma duma série inteira é uma função contínua 
sobre todo o segmento completamente contido no intervalo de con- 


Intervalo de convergência 


Intervalo de majoração 
Fig. 350 


vergência. Com efeito, a série é majorável sobre este segmento e OS 
seus termos são funções contínuas de x. Por conseguinte, em virtude 
do teorema 1, § 11, a soma desta série é uma função contínua. 


-p p 
-R x 0 p R 
Fig. 351 


Corolário —.2. Se os limites de integração a, B pertencerem ao 
intervalo de convergência duma série inteira, o integral da soma da 
série é igual à soma dos integrais dos termos da série. Com efeito, 
o intervalo de integração pode ser contido no segmento [— p, pl, onde 
a série é majorável (fig. 351) (ver o teorema 2, 8 12 sobre a integração 


das séries majoráveis). 


$ 14. Derivação de séries inteiras 
Teorema — 1. Se (— R, R) for o intervalo de convergência da 
série inteira 
s()= a + x + a + ag + AR RO pio CAE pi o Cp 
a série ? % 

q (1) = a + 2a,x + 3a" +... H nana” dedo (2) 
deduzida de (1) por derivação termo a termo, admite o mesmo intervalo 
de convergência; além disso, tem-se 

ọ (z) = s (x) quando |z| < R, 


isto é que no intervalo de convergência, a derivada da soma da 
série inteira (1) é igual à soma da série obtida derivando termo a 


termo a série (1). 
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Demonstração — Demonstremos que a série (2) é majorável sobre 
todo o segmento [— p, p] que pertence completamente ao intervalo de 
convergência. 


dent 
m o 0 To PERL 


Fig. 352 


Tomemos um ponto é tal que p < < R (fig. 352). A série (1) 
converge neste ponto, logo lim a,E” — 0, e existe uma constante M 
N> 00 


tal que 
lang" | <M M; 2 Se) é 


Se |x| < p, tem-se 
Ina 1< [nanp™ [mas 


onde 


p 
== <1. 


Assim, quando |x| < p, os termos da série (2) são inferiores em 
valores absolutos aos termos da série numérica positiva 


TAHAE.. Ha.) 


Mas, como o mostra a regra d’Alembert, esta última série converge: 
: ny Te 
lin —=—— =q < 1. 
n->00 (n o 1) gr 3 
; Logo a série (2) é majorável sobre o segmento [— p, p] é em 
virtude do teorema (2), § 12, a sua soma é a derivada da soma da 
série proposta sobre o segmento [— p, p], isto é, 


p (1) = s (2). 

Como se pode encerrar todo o ponto interior do intervalo 
(— R, R) num certo segmento [— p, p], resulta que a série (2) converge 
em qualquer ponto interior do intervalo (— R, R). 

Mostremos que a série (2) diverge na vizinhança do intervalo 
(— R, R). Admitamos que a série (2) converge para x, œ> R. Inte- 
grando termo a termo no intervalo (0, x,) onde R < x, < x, concluir- 
-se-la que a série (1) convergiria no ponto x, o que contradiz as 
condições do teorema. Por conseguinte, o intervalo (=R, Ry- éo 
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intervalo de convergência da série (2). O teorema está completamente 


demonstrado. 
A série (2) pode ser de novo derivada termo a termo, e será 


lícito continuar este procedimento à vontade. De modo que: 


Teorema — 2. Se uma série inteira converge no intervalo (— R, R), 
a sua soma representa uma função que tem no intervalo de conver- 
gência, derivadas de qualquer ordem n, sendo cada uma delas a soma 
da série proposta; além disso, o intervalo de convergência de cada 
série obtida por derivação é também o intervalo de convergência 
da série proposta (— R, R). 


§ 15. Séries de potências de x — a 
Chama-se também série de potências a uma série da forma 


a+ a(z —a) + alr— a? +... + arla (1) 


onde as constantes ao, a, ..., An -.. são igualmente chamadas os 
coeficientes da série. Os termos desta série contêm as potências cres- 
centes de x — a. 


-R X R £ 
e E REA AN 6] 
ra-R oL AFR va 
2) 
a 
Fig. 353 


Se a = 0, obtém-se uma série de potências de x, que é, pois, 


um caso particular da série (1). 
Para determinar o domínio de convergência da série (1), façamos 


a mudança de variável 
v—a=X. 
A série (1) transforma-se, após esta substituição, 
ntrax +0X +... +raX" +... (2) 

que é uma série de potências de X. 

Seja —R<X<R o intervalo de convergência da série (2) 
(fig. 353, a). Resulta daí que a série (1) convergirá para os x que 
verificam a desigualdade —-R<x—a<R ou a —R<x<a+tR. 
Como a série (2) diverge para |X|> R, a série (1) divergirá para 
|x—a|>R, isto é na vizinhança do intervalo a-R<x<a+R 
(fig. 353, £). 
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Por conseguinte, o intervalo de convergência da série (1) é o 
intervalo (a — R, a + R) tendo por centro o ponto a. Todas as pro- 
priedades duma série inteira em x no intervalo de convergência (— R, R) 
são completamente conservadas para uma série inteira de x— a no 
intervalo de convergência (a — R, a + R). Assim, integrando termo a 
termo a série inteira (1), os limites de integração pertencentes ao 
intervalo de convergência (a — R, a + R), obtém-se uma série cuja 


(O a PR g $ 
E aa, 


Fig. 354 


soma é igual ao integral da soma da série proposta (1). Se se derivar 
termo a termo a série inteira (1), sendo x tomado no intervalo de 
convergência (a — R, a + R), obtém-se uma série cuja soma é igual 
à derivada da soma da série proposta (1). 

Exemplo — Achar o domínio de convergência da série 

(1—)+(2—22+(2—2)3+... + (1— 2)” +... 
Resolução — Fazendo x — 2 = X, obtém-se a série 
E qa E E q, PDA 


Esta série converge para — | < X < + 1. Logo, a série proposta converge 
para x tais que = 1 <x = 2 <l, isto é, para l<x<3 fig. 354). 


§ 16. Séries de Taylor e de Maclaurin 


Mostrámos no § 6, cap. IV (t. I) que uma função f(x) que 
possua derivadas até à ordem n +-1 inclusivé na vizinhança do ponto 
x=a (isto é, no intervalo que contém o ponto x = a) admitia nesta 
vizinhança o desenvolvimento seguinte de Taylor 


or) + rg EL rg+... 


-2 
+ EDS fra) + Ry (E, (1) 
n! 
onde o resto R, (x) era calculado segundo a fórmula 
(z — a)” (n+4) 
Do O (z — a], 0<0 <1. 
(EA Fo la+0(z—a)], 0O<6< 
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Se a função f(x) é indefinidamente derivável na vizinhança do 
ponto x = a, poder-se-á tomar n arbitrariamente grande na fórmula de 
Taylor. Suponhamos que o resto R, tende para zero no domínio 
considerado quando n> o: 

lim Ry (a) =0:; 


n—00 


Sendo assim, fazendo tender n> o na fórmula (1), obtém-se 
à direita uma série com uma infinidade de termos dita série de Taylor: 


1 — 


1 


f= f (a) + rt +. HETE O (2) 


Esta última igualdade apenas está certa se R, (x) > 0 quando 
n- œ. Então, a série do segundo membro converge e a sua soma 
é igual à função f(x). Mostremos que assim é: 


f(x) = Pa (2) + Rn (2), 
onde 
(z — a)” 


Fofas ope 


! n 


P, (x)= f (a) + 


x—a 
1 


Como, por hipótese, lim R, (x) = 0, tem-se 


n-—00 


f(x) = lim P, (2). 


f ; y TERO 
Ora, P, (x) é uma soma parcial da sérje (2); o seu limite 
igual à soma f série do segundo membro da igualdade (2). A igual- 


dade (2) é, pois, legítima: 


rato tiro E ro. 


a is 
n! 
Resulta, do que antecede, que a série de Taylor representa a 
função dada f(x), se e só se, lim R, (x) = 0. Se lim Ro aA 0; 


n—00 


a série não representa a função dada, se bem que possa convergir 


(para uma outra função). 
Se, na série de Taylor, se fizer a =0, obtém-se num caso par- 
ticular desta série, chamada série de Maclaurin: 
3 ” e (n) 
r= + r O+ O+ HEO (9) 
si E) 
20 
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Se se escrever formalmente a série de Taylor duma dada função 
e se se quiser certificar que ela representa efectivamente esta função, 
será preciso demonstrar que o resto tende para zero bem como ainda 
comprovar, duma maneira ou doutra, que a série escrita converge 
para a função dada. 


Notemos que, para cada função elementar definida no 8 8, 


cap. I (t. I), existe um a e um R tais que, no intervalo (a — R, a + R), 
ela se desenvolve em série de Taylor ou (se a= 0) de Maclaurin. 


§ 17. Exemplos de desenvolvimento de funções em séries 


1. Desenvolvimento em série de Maclaurin de f (x) = sen x. 
No 3; cap. IV (t. I), obtivemos a fórmula 


2n—1 
q 


nações DD > ii RR TS (x) 
mAT T mede Cn ei Re 


Como se demonstrou que lim Ron (x) = 0, obtém-se, tendo em 
n> 


conta o que foi dito no parágrafo anterior, o desenvolvimento de 
senx em série de Maclaurin: 


Eae E ao MRE Pa (1) 
PRP EO EAE a TERA 


Como o resto tende para zero qualquer que seja x, a série 
proposta converge e a sua forma representa a função sen x qualquer 
que seja x. 

A figura 355 representa o gráfico da função senx e das três 
primeiras somas parciais da série (1). 

Recorre-se a esta série para calcular sen x para diversos valores 
de x. 

Calculemos, por exemplo, sen 10º a menos de 10-5 Dado que 

T 


10° = 18 0,174533, tem-se 


a a ata DA io DN E AN, 


Limitando-nos aos dois primeiros termos, obtém-se a igualdade 
seguinte aproximada: Ê 
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Ə erro 8 é, em valor absoluto, inferior ao primeiro termo desprezado: 
1 T ; 1 5 —6 
— | — — (0,2)º << 4:10". 
a (5) < 0! s 
Se se calcular cada termo da expressão do sen 18 tomando 6 


decimais, obtém-se 
T € 
en — = 0,173647. 
sen 18 
Pode-se garantir as quatro primeiras decimais. 
2. Desenvolvimento em série de Maclaurin da função f (x) = e”. 


+ 


Fig. 355 


Tendo em conta, § 7 do cap. IV (t. I), vem: 


x" 


2 3 
Pei padre EEE aami h, (2) 


n! 


porque, como se demonstrou, lim R, (xz) = 0 qualquer que seja x a 


n> 


a 
série converge para todos os x e representa a função c*. 
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Deduz-se do que foi dito no $ 7, cap. IV, (t. I) que 


2 6 
TX 4 x£ 


o EOY E 


a série converge para todos os x e representa a função cosx. 


§ 18. Fórmulas de Euler 


livro, limitando-nos a examinar um exemplo importante. 
Definimos, no cap. VII (t. I), a função ex“ pela igualdade 
FU — e (cosy + i sèn y). 
Fazendo x= 0, obtém-se a fórmula de Euler: 


e — cosy + isen y. 


| por meio da fórmula (2) do parágrafo 17, representando a função e” 


sob a forma de série inteira, encontra-se a igualdade de Euler. Com 
efeito, definamos et! substituindo na igualdade (2) do $ 17 iy por x: 


3 AO AS € “AN 
ONEA A A + +o pf +... (1) 


| 41 21 
i Como (E PEE E a a A ope 
obtém-se 
è IE! 4 
PE oh EN OR a 
e ci Sapo E E 


Separemos as partes reais e imaginárias desta série 
5 


Do 4 3 
DD, PRE E rei E Y a RR EN 
(1144 DERE TREL ) 


As expressões entre parêntesis são as séries inteiras de cosy 


e de seny (ver as fórmulas (3) e (1) do parágrafo anterior). Por 
conseguinte, 


e = cos y + isen y. 


Voltamos a encontrar a fórmula de Euler. 


3. Desenvolvimento em série de Maclaurin da função f (x) = cos x. 


PEE e AE A at (3) 


Até agora, consideramos séries de termos reais e deixámos à 
margem as séries de termos complexos que sai fora do âmbito deste 


Se se definir a função exponencial e'” de expoente imaginário 
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$ 19. Fórmula geral do binómio 


1. Desenvolvamos em série de Maclaurin a função 
H)=(1 +20", 


sendo m uma constante arbitrária. a 
Como o cálculo do resto apresenta algumas dificuldades, proce 
deremos doutro modo para encontrar o desenvolvimento em série desta 


função. 
o edo em conta que a função f (x) = (1 + x)” satisfaz à equação 


diferencial 
(1 +a) f (z)= mf (2) (1) 


e à condição 


procuremos uma série inteira cuja soma s(x) satisfaça à equação (1) e 
à condição s (0) =-1: 
s(2)=1 + az + aa p... H ant" +. o). (2) 


Substituindo esta série na equação (1), obtém-se: 


(1 + 2) (a, + 20,7 + Jar” +... + e RD 
=mitaztar+tr...+as +..). 
Identificando os coeficientes das mesmas potências de x dum 


e doutro lado da igualdade, encontra-se: 


a =m; a+2a,=ma; .-.; Nan + (n+ 1)ant = Man; 


Donde se obtém, para os coeficientes da série, a expressão 


a(m—1) mim —1), 


q=1; 9 2 4 


a =m; l = 


am?) m(m—(m—?, 
4% ppi 


3 2-3 


n m(m=4). [mmt], Kei 
e A HEAD) A 


São os coeficientes da série do binómio. 


(*) Tomamos o termo constante igual à unidade, vista a condição s (0) = 1. 
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Substituindo-os na fórmula (2), obtém-se: 


s(z)= 1 tmpt Dg... 


e mO meN] gag 


AEA ii a 


Se m é um inteiro positivo, os coeficientes de z™+ e das potências 


superiores são nulos e a série reduz-se a um polinómio. Se m é frac- 
cionário ou um inteiro negativo, tem-se uma série com uma infinidade 
de termos. 


Determinemos o raio de convergência da série (3): 


(m — 1)... [m — ApS 
PPARA ) E n + Jon, 


3 = mim—i)...[m-n+2) ns 
BS o E E RPA 


Un+1 
Un 


a PAR da = 
n>00 m(m — 1)...(m—n + 2)n! 


m—n+1 
n 


= lim 


n-—+00 


jr=]2]. 


De modo que a série (3) converge para ppa 
No intervalo (— 1, 1) a série (2) representa uma função s (x) que 
satisfaz a equação diferencial (1) e à condição 
s(0)=1. 


Como existe apenas uma única função que satisfaz a equação 
diferencial (1) com a condição inicial s(0) = 1, resulta que a soma 
da série (3) é idênticamente igual à função (1 + x)”, e obtém-se o 


desenvolvimento 
+a)" =1 4 m+ TE + 


Re dos... (3) 
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su 
Em especial, se m = — 1, tem-se 
: SAri t s: (4) 
1+ ; 
Bom — > 
MESA 1 1 9 1.3 s 1.3.5 at (5) 
ia Sed pao SER RM 
t 1 
Do =" 
1 a e T a (6) 
Vert 2 2.4 2.4.6 2-4-6-8 


“2. Apliquemos o desenvolvimento do- binómio ao Tea 
mento doutras funções. Desenvolvamos em série de Maclaurin a função 


f(x) = arc sen 2. 


Substituindo x por — x*, na igualdade (6), obtém-se: 


A Li DR S TEAM KS 
Viar 2 2.4 
1-3-5 8 10516 riu BS Am A 
Na Ui GAS dm 


Em virtude do teorema sobre a integração das séries inteiras, 
tem-se para |x|< 1 


í 
(o a, MD 
[Es meme SA O b 7 ae 
0 1 3 5 (2n — 1) Pauk 


A O) E a 


E e E 
Esta série converge no intervalo (— 1, 1). Poder-se-ia e 
que a série converge igualmente quando x = + 1 e que a 


respondente a estes valores representa arc sen x. Então, fazendo x = 1, 
obtém-se esta fórmula para calcular r: 


: latai plats, 
E data de T REAR PIEN 
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§ 20. Desenvolvimento da função log (1 + x) em série inteira. 
Cálculo de logaritmos 


Integrando a igualdade (4) do § 19 de Oa x (com |x|< 1), 
obiém-se: 


ou 


o» Sw na 
o =3—-— 1. Duo... ==. — +... 1 
Log(1+oy)=z e ia + ( bra (1) 


Esta igualdade é verdadeira no intervalo (= lt: 
Se se substituir x por — x nesta fórmula, obtém-se a série: 


e doimi n ae aaa aT (2) 


que converge no intervalo (— 1, 1). 

As séries (1) e (2) permitem calcular os logaritmos de números 
compreendidos entre zero e dois. Indiquemos sem o demonstrar que 
o desenvolvimento (1) subsiste para x= 1. 

Vamos dar uma fórmula que permita calcular os logaritmos 
naturais dos números inteiros. 

Como a diferença termo a termo de duas séries convergentes 
é uma série convergente (ver § 1, teorema 3), obtém-se, subtraindo 
termo a termo (2) de (1): 


Log (1 + z) — Log (1 — z) = 


=le tse], 
$ 


— 3 5 
Façamos em seguida tte Bar a tem-se e Je - Para 
1—rzr n 2n+1 
qualquer n>0, tem-se 0 < x< 1, logo 
Log HE Lot.» | d Di aca 5 + 
1—rzr n 2n+1 3(2n+1) 


1 i | 
RT ERT : 


SÉRIES 
RIR mm SERIES por Ma 


donde 
Log (n + 1) — Logn = 
! TREET e pe (3) 
= + Gt TR 


Para n= 1, deduz-se 


Para calcular log2 com a precisão desejada ô, é qa ema 
a soma parcial s, tomando um número p de é aii entar Ra 
dos termos desprezados (isto é, o erro Rp cometido, ii ia 
seja inferior ao erro admitido 3. Calculemos, para cs ; 


1 aa A 
e t a 


1 

PE E 
Fpp pie 
ã i a 2p i 

números 2p + 3, 2p + 5, ... são superiores | 
iso à Sor de cada fracção quando substituímos estes números 

por 2p + 1. Logo, 
pd. RO qua 
A E Fot gp sr 

1 

(2p + 1) 3P +5 


ANEO p a ai 
e “2p+1 [n t garra T gats T: 


ou 


i j i ão 
Temos, entre parêntesis recto, uma série geométrica de raz 9 


A soma desta série é 
1 


E a 1 (4) 
Sear do ra A 
TY 
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Se se quiser agora calcular log 2, por exemplo, a menos de 
0,0000001, é preciso escolher p de modo que se tenha R, < 0,0000001. 
Chega-se lá, tomando p de modo que o segundo membro da desi- 
gualdade (3) seja inferior a 0,0000001. Verifica-se que basta fazer p=8. 


Assim, a menos de 0,0000001, tem-se 


1 1 1 1 1 1. 
Log2=s=92 
ie ts tt ra + 
+ ta] = (0,6931471 
13.918 15.38 , A 


A resposta é log 2 = 0,6931471, com sete décimais exactas. 
Fazendo na fórmula. (8) n=2, obtém-se: 


| ser id 1 | 
L = Log 2 + 2 |— + —- + >=+...|=1,098612, etc. 
A | EaD a 
Podemos, pois, calcular os logaritmos naturais de qualquer inteiro. 
Para obter os logaritmos decimais basta servir-se da relação 
(ver § 8, cap. IL t. 1) 


log N = M Log N, 


com M = 0,434294. Obtém-se, assim, Log 2 = 0,6931472, log 2 = 0,30103. 


$ 21. Aplicação das séries ao cálculo dos integrais definidos 


Mostrámos, nos capítulos X e XI (t. I), que existiam integrais 
definidos que, considerados como funções dos seus limites superiores, 
não se exprimiam sob forma finita por meio das funções elementares. 

Por vezes, é cómodo calcular tais integrais por meio de séries. 

Consideremos alguns exemplos. 


1. Sgja calcular o integral 


(de. 
0 


A primitiva de sx? não é uma função elementar. Para calcular 
O integral, desenvolvamos em série, a função sob o sinal soma substi- 
tuindo no desenvolvimento de e“ (ver fórmula (2), § 17) x por — x: 
2 4 6 2n 
EO zT £ T £ 
A A E E — 17 — +. 
41 ia 2! 3! + lr) n! F 
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Integrando os dois membros desta igualdade de O a a, obtém-se 


é 3 5. T 
E za ANR 
E a=(2 tis 31.7 


0 


a 


0 


7 
É aê a 


TERRI ONT 
Esta igualdade permite calcular o integral, qualquer que seja a, 


sm 
1 


com a aproximação desejada. 


2. Seja calcular o integral 
a 


sen x 
| dz. 
x 
0 l l 
Desenvolvamos em série a função sob o sinal soma: com 
3 5 T 
FÊ Ei x z 
n = y m m —— — — 
E 3! o! 7! 
tem-se: 
2 4 6 
sen x x z£ TA 
S a e, TR 
É 3! 5! 7! 


convergindo esta última série qualquer que seja x. Integrando termo a 
termo, obtém-se: 


3 5 


Vi 
sen z a a vi cela 
| e O O 


É fácil de calcular a soma desta série com a precisão desejada, 
qualquer que seja a. 
3. Calcular o integral elíptico 


V1 — k’ sen? q dy (k <1). 


Desenvolvamos a expressão sob o sinal soma em série de binómio, 


senna 


com m = >. x= — k? sen? y (ver fórmula (5), 8 19): 
E 
1 do DS PS 
—Rsen'g=—1— z ksen go 5 g sen! q 
Re PRE EE 
AE ae ra em Sen. — 
24 6 E 
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Es i ; 
termo Pami dado o a nat ça py e pode ser integrada 
Por conseguinte, Jorável em todo o intervalo. 


p 


TE ad 9 
| Vi — }? sen? q dp = q — > k? | sen? o do — 


0 
(0) 
9 
psd Í a A Teisa ( 
aar [sen co SA gt sentga... 
0 
0 


Os integrais do segundo membro calculam-se elementarmente 


Para q = Ta 


vja 


f sener p dy = 13... (n1) z 


é 2-4...2n 2 


(ver § 6, cap. XI, t. I) e, por conseguinte, 


z 
Vase E 2" 1 2 H 
| sen paps nes F 2 — 


I e eA 
2.4) 3 IAG Ef 


§ 22. Aplicação das séries à i 
series à integração de eguacõ 
diferenciais ca 
Se a integração duma ão di 
equação diferencial nã i 
E y c al não se reduz - 
raturas, tem-se, então, de recorrer a métodos de integração Pad 


U E 
m destes métodos consiste em representar a solução da equação 


sob a forma de série de T. 
aylor; a soma de um número fini 
. . vá 
termos desta série será aproximadamente igual à soluçã Eu E 
eR olução particular 


Suponhamos, por exem 
~ S plo, ue s 1 ~ 
duma equação diferencial de aae e i n a 


y =F (z, y, y), (1) 
com as condições iniciais 


(Ursa = Yos (É 49 PE = Yo- (2) 
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Suponhamos que a solução y= f(x) existe e pode ser repre- 
sentada por uma série de Taylor (não nos aprofundaremos sobre a 
questão das condições que devam ser verificadas para que tal tenha 


lugar): 
v= = tm) HEr (a) EEEE eg + O 


Devemos encontrar f (xo), f (xo), f” (xo) -... isto é, os valores 
das derivadas da solução particular para x = Xo. Encontra-se-las por 


meio da equação (1) e das condições (2): 
fa) =y» F (@) =y; 
deduz-se da equação (1): 
f (19) = (Weg = F (o Yo Vo): 
Derivando os dois membros da equação (1) em relação a x 
y” = Fla, y y) H File y uy + Fy E y y’) O 
e substituindo x = xo no segundo membro, encontra-se: 
F” (20) = (Osso: 


Derivemos a relação (4) uma vez mais. Tem-se 


da (x0) == Uy 


e assim sucessivamente. 
Substituamos os valores das derivadas encontradas na igualdade (3). 


Esta série representa a solução da equação proposta para Os valores 
de x para os quais ela converge. 

Exemplo — Encontrar a solução da equação 

y"=—ya2, 
que satisfaz as condições iniciais 
(W)a=o=1, (19) x=0=0. 
Resolução — Tem-se: 
f0) =y=1; F (0) =y =0. 

Deduz-se da equação dada (y)x=0=1"(0)=0; depois 
(4 x=0=["(0)=0, 
IV 

)x 


y” = —y'z3— 20y, 
yY = — ay" toy! —dy, (Ye =0=—2 

e em geral, derivando k vezes os dois membros da equação pela aplicação 
da fórmula de Leibniz, vem ($ 22, cap. NI, t. I): 


yk+2) — — yaz —2kyt-De— k (k—1) ytd, 
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Fazendo x = 0, obtém-se: 


ytt» = Sh (k—1) ye 
ou, fazendo k +2 =n, 
yo = — (n—3) (n— 2) yr, 
Donde i 
vo =—4:-2, y= —5-6ylY = (—1)2 (1-2) (5-6), 
v= — 910969 = (— 1) (1-2) (5-6) (9-10), 
ygt =(— 1)? (1-2) (5-6) (9-10)... [(4k — 3) (4k —2)]. 


Além disso, 3 
yP =0, yP =0,..., y+ =0, 


y =0, y$ = 0, A) y§t+d =0, 
UP =0, UpD=0,..., yD 0, 


De modo que sômente não se anulam as derivadas de ordens múltiplas 
de quatro j 


Substituindo os valores das derivadas encontradas na série de MacLaurin, 
obtém-se a solução da equação proposta 
as x8 x12 
q4h 


es Att ari 12 (5-0)... (43) (Me +. 


Verifica-se, por meio da regra d'Alembert que esta série converge para 
todos os valores de x, logo ela é solução da equação difrencial. 


Quando a equação é linear, é cómodo procurar os coeficientes 
do desenvolvimento duma solução particular pelo método dos coefi- 
cientes indeterminados. Para isso, «substitui-se» directamente a série 


v=wntaztart...tar +... 


na equação diferencial e identificam-se os coeficientes das mesmas 
potências de x dum e doutro lado da equação. 


Exemplo — Achar a solução da equação 
y" =27y' +4y, 
que verifica as condições iniciais 
(WDr=0=0, (y)eg=1. 
Resolução — Façamos 
yY = a04 at + agt? 4- agr3 4- reai ana eE 
Acha-se, tendo-se em conta as condições iniciais 


ao Onam i 
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Por conseguinte, 
y = pagt? -p agt? +... ant? +... 
y'=142a974-3aga2 +... nant i4... , 
y" = 2a +3- 2agz +... Hn (n— 1) apar... 


$ pe : andado 
Substituindo as expressões acima na equação proposta e identificando 
coeficientes das mesmas potências de x, vem: 


2a9=0, donde ag=0; 
3-Za3=2+44, donde ag=1; 
4-30, = 449 449, donde a,—0; 
2an-9 
n (n— 1) an= (n— 2) 2an-2+ 4an-2, donde a, = oei 
Por conseguinte, 
pe 
ca Pie NPR foca E EA G 
pd a a A 
{ 
Al 1 
Goh41 = 2k =r 


a;=0; aş=0; ax=0. 


Substituindo os coeficientes encontrados, emcontra-se a equação procurada 
k+1 
23 z xI z2 
Eae O ARES EELA 


i ? WE, 

série obtida converge qualquer que seja E i 

ie que a solução particular encontrada se Es por mir ke 
funções elementares; com efeito, se se puser x em factor, o! - 


= 2 
volvimento da função e*. Logo, 


2 
y= zre" . 


§ 23. Equação de Bessel 
Assim se chama a uma equação da forma 
ey py +(?=p)y=0 (p= const). (1) 


Convém procurar a solução desta equação, como as gd E 
certas equações de coeficientes variáveis, não sob a reag es E 
inteira, mas sob a forma de produto duma certa potência de x po 


uma série inteira: k i 
y= g 5 apa”. (2) 
k=0 
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É lícito tomar a diferente de zero, dado que o expoente r é Consideremos, em primeiro lugar, a solução correspondente a 


indeterminado. pi 
Recopiemos a expressão (2) sob a forma l Peoia sucessivamente, do sistema de equações (3) todos os 
oo ficientes a, A2 .... aq sendo a, arbitrário. Tomamos, por exemplo, 
y= p apr" = 1. Então, 
R=0 Ap—a 
e procuremos as suas derivadas: Ee “kCp+b) 


co 


y= 2 r+ Aart; 


Rk=0 


Dando a «k vários valores, encontra-se: 


a =0, a}=0 et, em geral,  lmti= 0; 


na A. (+O(r+k—1) apr”? 1 1 
am OE CO A ENERO O 


Substituamos estas expressões na equação (1): 
: 1 


oo + 
2.4.6...2v(2p + 2) (2p +4). .. (2p + 27) 
Substituindo os coeficientes encontrados na fórmula (2), obtém-se: 
z at 
no [1-2 SIDA 
2(2p+2) 2:4(2p4+2)(2p +4 


b am (— A) 


"a (r ale k) (r Xa PE 1) dad 


+e D HA ar a p) Sapata 0, 
= k20 


Anulando os coeficientes de x na potência r, r+ 1, r+2 


r k, obtém-se o sistema de equações diferenciais: á 
+ x 
2 DO AS o ° (5) 
[r (r — 1) Hr—p]a=0 ou [7 — pla = 0, ) 2, -4-6 (2p + 2) (2p | 4) (2p | 6) 


Todos os coeficientes as, são determinados porque, por todo o k, 


r+ 1i)r +r +1) —p]a=0 ou [r +1} — p]a =0 
o coeficiente de a, na equação (3) 


L+ 2) (r +1) +r 2) — pla + a0 
ou [(r +2 — pla +=), $ (3) m +k’ p 


k jra RRS não é nulo. 
EOE 1) + (r +k) — p°] ar + ar = 0 Assim, y, é uma solução particular da equação : (1). 


Procuremos, agora, em que condições todos os coeficientes a, 


ou [(r + k E g i E 
a col a aA TE Y SIE C ape na são determinados quando se considera a segunda raíz rz = — p. Para 
Pat O DR CR a J isso, é preciso que seja verificada a desigualdade seguinte para todo k 
Consideremos a última igualdade: positivo e par: 
(CE 2a Paso (3 (r2 + k)? — p0 (6) 
Pode-se recopiá-la sob a forma 
T> + kÆ p. 


[r +k — p) (r +k +p)l]ar, + ar=0. RA ; 
Por hipótese, a-Æ0; por conseguinte, Orap T pOr consen, pe 
Ta + kÆr. . 


2 2 
es pi ==0; ; e i : 
logo, r, = p ou melhor r, = — j Assim, a condição (6) é, neste caso, equivalente à seguinte: 
[6 Per 40) = k, 


21 


CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


sendo k um inteiro par positivo. Mas 


Ti =P o p 


por conseguinte, 


De modo que, se p não é um número inteiro, pode-se escrever 
uma segunda solução particular que se deduz da expressão (5) substi- 


tuindo p por — P: 


q? at 


joe a ain fa ema q ralo Mimi 
CR O a 


4º 


ii cia doa Tae Sn AAE 
2-4-6(— 2p +2)(—2p +9(—2p +06) 


As séries inteiras (5) e (59 convergem qualquer que seja x, o 
que é fácil de verificar aplicando a regra d'Alembert. É igualmente 
evidente que y, e y2 são linearmente independentes (*). 

A solução y,, multiplicada por um certo factor constante, chama-se 
função de Bessel de Primeira espécie de ordem p e representa-se-la 
por Jp. A solução y, é representada por J.,. 

Por conseguinte, quando p não é um número inteiro, a solução 
geral da equação (1) escreve-se 


y=CiJp+Cod-p. 


PUSA (5) 
] 


Assim, se p — as série (5) escreve-se. 
1 h 6 
EP a PYE 
PRE E 8/88 A o A E É) 


5 


aee a -£ +... 


3l o! 7! 


(*) Verifica-se, como se segus, a independência linear destas funções 
Consideremos a relação 


x? rå 


E “a 

Ain dd 2—2 +2 | 2-4 (2P FNCA 

PRE ET TE E E E E 
2(2p+2) ' 2.4 (2p F2) @p F4) 


Esta relação não é constante, dado que tende para infinito quando x > 0. 
Logo, as funções yı e y, são linearmente independentes. 


SERIES 323 


E 
Esta solução multiplicada por Vac chama-se função de Bes- 


tel 713 notemos que a expressão entre parêntesis recto é o desenvol- 
2 


vimento em série do sen x. Por conseguinte, 


Piaj és sen x 
a NT 
VA 


Do mesmo modo se obtém, a partir da fórmula (5): 


a) e É De E cos g. 
-4 ma 


O integral geral da equação (1) quando p = D é 
y=CiJi (2) FC (2) 
a 5 


to [= 


Suponhamos, agora; que p é um número inteiro Pã 
designaremos por n(n > 0). A solução (5) tem, então, m ea F 
representa uma primeira solução particular da equação U aê 
solução (5') nada representa, porque certos donominadores do desenv 
vimento se anulam. x 
; Para p= n inteiro positivo, toma-se por função de Bessel J, 

ipli 1 n = 0, toma-se ^ 
a série (5) multiplicada pelo factor A (quando 


factor 1): 
9 4 


x” q” L 
e E Zen + 240n+ YA) 


E | 
— TEM 
2.4-6 (2n + 2) 2n 4-4) (2n + 6) 


; 2 C 1) ( P a EM (1) 
e 2 (ny) \2 


v=0 
Demonstra-se que é preciso procurar neste, caso uma segunda 
solução particular sob a forma 


ou 


U —n q ah 
Kilo) Jn (xz) Logr + zr pa Ort 


cê + 
wt 
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ee 


Substituindo esta expressão na equação (1) determinam-se os coe- 
ficientes b,. 

A função K, (x) com os coeficientes assim definidos chama-se, 
após multiplicação por um certo factor constante, função de Bessel 
de segunda espécie de ordem n. 

É uma segunda solução da equação (1), que, com a primeira, 
forma um sistema linearmente independente. 

O integral geral escreve-se 


y=Cibn (x) + CK, (2). (8) 
Notemos que 


lim K, (2) — œ. 
x—>0 


Por conseguinte, se se quer limitar às soluções finitas para x = 0, 
será preciso fazer C, = 0 na fórmula (8). 


Exemplo — Encontrar a solução da equação de Bessel para p=0 


(A 1 $ 
id Ai S 
que satisfaça às condições iniciais: 
para r=0, y=2, y'=0. 


Resolução — De acordo com a fórmula (7) encontra-se a solução particular 
oo 


neo- De ("= iam (5)'+ 
e 
+em (o E 


Utilizando esta solução, pode-se escrever a 


i zando solução que satisfaz às 
condições iniciais dadas, a saber: 


y=2Jo (z). 


Nota-— Se se tivesse de procurar o inte 


; gral geral da equação proposta 
procurar-se-ia uma segunda solução particular 


sob a forma 


o 
Ko (2)=Jo(2) Log e $} bpzè, 
k=0 
Limitamo-nos a indicar 
por k, (x), se escreve 


Ko (2) = Jo (2) Logs (5) (144)+ 
melo) (arde b) 


Após multiplicação por um certo factor constante, 


que a segunda solução particular, que designamos 


esta função chama-se 
função de Bessel de segunda espécie de ordem zero. 
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o n O N a RT oe 


Exercicios is 
7 ral: 
Escrever os primeiros termos das séries de que se conhece o termo ge: 
2 
1 == E 32 ú DE a 
É un O aa "= (mn)! 


A. un=(— 19)" Es 5. un=y n5Li— Vn Fi. 
ni: 

Estudar a convergência das seguintes Séries: 
n . 
6. Lti tittat. Resp. Convergente 
a je e, tos 
“Vo Vo V'30 ViOn 
SUERA n+4+1 

8. die AR a 
que 
A TB v n+ö 


10. (5 “ (5) +) += 


+... Resp. Divergente.. 


= 


+... Resp. Divergente.. 


ul E ... Resp. Divergente. 


Resp. Convergente 


DE INA n 4... Resp. Divergente. 
Eat is nd 
1 


i 1 1 ai SR Do) É Resp. Convergente. 
ts taotat tiram 


ência « i Í erais: 
Estudar a convergência das séries de termos g 


12. 


Un = — 7r -° ver e. 14. Un = 7F= Resp. Divergente. 
13. n 3 Resp. Con gent n Ja 


n 
z= ——— t 16. Un = p3 » Resp. Di ergent 
e . Vi e = ver e 
15. Un 5 Resp. Di ergente. n 3 3 
7 CE E RR Resp. g te. 
. Conver en 
17. Un n2 + 2n + 3 
ea esa ESSE G) R sp. Í VET] ente. 
18. Un-1 I e Di B 


1 1 
i Toi +“ >Log 0+1)> 
19. Demonstrar a desigualdade E in F Sa 
ode Sd, 
Serie nie A Pet] 
20. O teorema de Leibniz é aplicável à série À : 
r À —>>—— + 
£ E mB eai je Mo cadan oa a aee e 
Vai Vera 15 va ça Vn+ 
Resp. Não é aplicável, dado que os termos da série não decrescem monô- 


je diverge. 
valores absolutos. A série g a 
OR A é preciso tomar nas séries seguintes para ter a soma 


1 
menos de TO 
4 1 


1 Resp. n = 20 
1 1 a e esp. n : 
4. > y | e Di dp ) an 
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RD remos ceara TT a o teste 
Eve! 1 1 1 
3 Dali A é i 
ad Sp aê A SEX nl A ss +... - Resp. n = 108. Indicação — Escrever a série sob a forma 
1 1 1 1 31 z4 
23 Daaih api rp, 1 1 rper? r34 r +... 
22 32 | 42 52 ER SP QUAD caes Resp. n = 10. pena 
2h. j ; 4 
aoaie? A AESA SRA. 5 E a T Resp. n = 10. Eng 


x 
“do 


Dizer se as séries seguintes convergem absolutamente: 
Dizer se as séries seguintes são majoráveis sobre os segmentos indicados: 


PRN. : E = 3 ae Fet Aa 1 
Ba 52 72 Vga “+ Qro Te s $ 
Resp. Convergência absoluta. es EA Pr da ds Eid +... (0<2<1). Resp. Majorável. 
EO Ri À a ara À 1 Ua i 
e e E aa ER Pg EA a ra qa O<IT<1). R j 
7 i . +55 ++ tt - Resp. Não majorável. 
Resp. Convergência absoluta. hM. 1+ T + 7 + 3 + = EEA 
7 ; pie Es ilha l en 2x sen 3z sen nr A 
ja TS S i 1 o SENT, sen aged ... [0, 27]. Resp. Majorável.. 
Log3” loga Logã Logs" (Dat no. Semeador eo [0,20]. Resp 
ERE OO Desenvolvimento de funções em séries 
1 1 1 
A PS Viação Co pl pe 1 1 : EMA oro : 
na y2 3 a Va ` no sl SAE co na 43. Desenvolver EEA em série de potências de x e indicar o intervalo de 
Roar. Semi-convergonte:. convergência. Resp. Converge para — 10 <x <10. 
; Encontrar a soma da série: 44. Desenvolver cosx segundo as potências de (=) É 
29. ETIE ce EN R 1 k : AS 
«2-3 2-3-4 MEENE ia NOS Pim Resp. 4z (1-4) E (--7) r (:=7) + 
Para que valores de x as séries seguintes convergem? y2 v2 4 92 y2 6y pA 
TRD, £2 n F 
30. A io ++ xe Resp. —I<2C2. 45. Desenvolver e-X segundo as potências de x. 
? 2 z3 
DA Eo AEE < n Rep iee hen 
RE “atacada... Resp. —1 K1 1. 21 3! 
32. 3r 3t 3r... pg, Resp. |z | a 46. Desenvolver ex segundo as potências y (x — 2). i 
Ê e e À 
38. 4. 1007 | 1000022 , 4 000 00073 a Resp. e2-pe? (1—2) +57 (22437 (Bê o. 
DE CARTE Ee RT O RR ER a e at ! ad BA 
— — tênci e (x — 1). Resp. — 
34. senz 2 sen— -4 sen | Pra, Pa 47 Desenvolver X — 2x2 + 5x 7 segundo as potências ea 
3 gr sen 3; mec. Resp. —o < T< oo. +4(2— )+(2— 12-+(2—1) $ l ; 
E ASS z” 48. Desenvolver o polinómio r10 -4229 — 377 — 6a6 + 3z4 + 63 — 1—2 em série 
BENNA Via a: a O Resp. —1<<z<1. de Taylor das potências de x — 1; verificar que este polinómio ER 1 
2k 3e oar k A como raíz tripla. Resp. f(z)=81 (o O o (1—1) + 
soda LE e a1 Tt+... Resp. —00 < £ < o0. 4330 (2— 1)8 +186 (2— 1)7-+63 (1 —1)ë +12 (1—1)? + (e — 1). 
2! 3! n i 49. Desenvolver cos (x +a) segundo as potências de x. Resp. cosa — x sena — 
e “ro Pta Pt toa... Resp eLa <e. 22 Rito o 
— cosal->—senat-—-cosa—... 
2 (1.2.9)? n2 21º 31 4] 
38. Ep ER 3 (n 1) 
RETA 61 Rea (2n) ! Era paR fd Cm, 50. Desenvolver Log x segundo as potências de (x— 1) Resp. (x — 1)— 


39. Achar a soma da séri 2 p ' 
a da série T2234... Hnr” 4... (|2] <1). A e4 ti e 0—1: 
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51. Desenvolver e” em série de potências de (x + 2) 


Rép. e [t+ 5 c1] 


n= 
52. Desenvolver cos?x em série das potência de (:—=) . Rép. r 
X pre gaja 2 
4 
qm 
abc 1) ar (I2]< 00). 
n= 


É 1 

3. De — i ênci S 

5 senvolver = em série de potências de (x + 1). Resp. > (n+-1) 
n=(0 


X (2+1)"(—2 es re ()); 168 
54. Desenvolver tg x em série de i E 
potências de ( — — — ) -+ 
À Resp. 1 2x 


kiA 2 
5 (-—S) : ( MÃE 
7) +2lr Z) ee. 
Escrever os quatro primeiros 
. te i 3 i 
E AR pio rmos do desenvolvimento em série inteira 


[a 3 5 
55. tgz. Rép. etit eH... 
56. ecs% Rép. e (1—57 sia ga ) 
| ! 720 


57. eTe tgx Rén EAA x2 z3 Tas 
e Ari DR E W 
58. Log (1-+e%), Rép. Log2+5-—S pi 
SBGEO 


59. genx A à z2 z4 
e< ~. Rép. e e C S aE 


60. (1+2). Rép. 1H s... 


61. secz. Rép. e atii 


x2 x4 xô 


62. Logcosz. Rép: —>—— + 
P PAn AAT O 
63. Desenvolver sen kx em série inteira de EA 
OSE Ah (kx) (kz)5 (kz)? 
p E Rag cai 


64. i 
Desenvolver sen? x segundo as potências de x e determinar o intervalo d 
alo de 


convergência. Resp. 27? 2874 | 25x6 aSfrigin 
e e I. RA RSI o ET ET 


A série converge qualquer que seja x. 


65. 1 è é A 
Desenvolver z em série inteira Resp. 1 — x2 + x4 —x8 + 


66. Desenvolver arctgx em série inteira. 


SÉRIES 


x 


Indicação — Servir-se da fórmula arc tg r= | 1422 * 
0 


3 go 
RE Djs MD PR 
esp. x 3155 7 


67. Desenvolver E EA em série inteira. Resp. 
AF) 


Caii: 


Utilizando as fórmulas do desenvolvimento em série 
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x7 
Ea E E 
1 — 2x + 3x2 — 48 +... 


de potências das fun- 


ões ex, senx, cosz, Log (1+7 4+a2)m e aplicando diversos processos 
» LOG , = x E 
s as funções e determinar os intervalos 


desenvolver em séries de potência 
de convergência: 


z3 z5 

68. senh x. Respz tar Hgy T ... (— < r< 00). 
x2 r4 

69. cosh x. Respirar T .. (— œ < T < 00). 


70. cos? z. Resp 14+ 3 Como (—oo < 1 < 00). 
n=1 ; 


71. (1+2) Log (1-2). Resp. 1+ 9) (— D" na 


n=2 
72. (442) e72. Resp. 1-+ 2 (—4)r=1 a z” (—oLa<L 00). 
Sa E 
73. zza - Resp. D ma (Izl< VD. 


n=0 


x —4 2 n-1 
74. — . Resp. tt E, E REEN 


n! 


75. to Res. > a+) (zit). 


n=0 


1.3 ... (n— 1 


- 208 45 ' — nx 
76. eX sen x. Resp. z4 z2 peara TRAR soca + 2" sen AR 
(— 00 Lx <L 00). 
EN es Ed 
77. «+ Vi+z2. Resp. E RSRS ppa 
gnt 
Xona oidege (—I<1<1) 
x n 4 s9 
o t z 
78. ( dent Resp. D) (— 9" o (lz]< 1). 
n=1 


0 


“ 
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x oo 
t k z2n+1 
79. | Ea. Rép. X (Dar Oie. 
U n=0 a 
z2n 
| 80. | Ea. Rép. C+Log|z|+ X Mae eO e 
n=1 

| 0O<2< 00), 
| PE o a one 
| 81. |5. Rép. E è 

0 n=1 


82. Demonstrar as igualdades 


sen (a + x) = sena cosx + cosa sen x 
cos (a + x) = cosa cos x + sena sen x 
desenvolvendo os primeiros membros segundo as potências de x. 
Calcular, com a ajuda das séries: 
* cos 10º a menos de 0,0001. Resp. 0,9848. 


84. sen lº a menos de 0,0001. Resp. 0,0175. 
85. sen 18º a menos de 0,0001. Resp. 0,3090. 


86. sen Z a menos de 0,0001. Resp. 0,7071. 


87. arctg $ a menos de 0,0001. Resp. 0,1973. 


88. Log5 a menos de 0,0001. Resp. 1,609. 

89. log5 a menos de 0,0001. Resp. 0,609. 

90. arcsen 1 a menos de 0,0001. Resp. 1,5708. 
94. Ve a menos de 0,0001. Resp. 1,6487. 

y2. loge a menos de 0,00001. Resp. 0,43429. 
93. cosl a menos de 0,00001. Resp. 0,5403. 


Utilizando o desenvolvimento em série de Maclaurin da função f(x) = 


=y a J-e, calcular a menos de 0,001: 
| 94. 30. Resp. 3,107. 
95. VTO. Resp. 4,121. 
96. 4/500. Resp. 7,937. 
| 97. 7250. Resp. 3,017. 
98. 34. Resp. 9,165. 
99. /2 Resp. 1,2598. 


Calcular os integrais se 


guintes, desenvolvendo em série as funções sob os 
sinais de integração: 


sin x 
x 


100. 


dz a menos de 10-5, Resp. 0,94608. 


Of pa 


1014. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


109. 


111. 
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e dx a menos de 0,0001. Resp. 0,7468. 


sen (72) dz a menos de 0,0001. Resp. 0,1571. 


cena cene 


eV*dz a menos de 0,01. Resp. 0,81. 


ces tim 


0,5 

| arc tg% Je a menos de 0,001. Resp. 0,487. 
x 

0 


cos zd a menos de 0,001. Resp. 0,764. 


Log (1+ z) dz a menos de 0,001. Resp. 0,071. 


x2 


e TOT a a menos de 0,0001. Resp. 0,9226. 


sên T Jy a menos de :0,0001. Resp. 0,0214. 


cenone ceee ceense ceme 


1 E 
Log UTA) dy. Resp. 2, 
PER e a menos de 0,001. Resp. 0,494. ] dE CEE dz P. 75 
Tai ) 


© 
o 


D' 


: ) das 
Indicacão — No decorrer da resolução deste exemplo e dois dois seguint 
é preciso ter em vista as igualdades: 


oo oo p é i S 
1 n2 (>11 n? A 
2 na E OA 2 Ro a 2 (ane! ABr 
n=1 
que serão estabzlecidas no $ 2 do cap. XVII. 


1 
ç 2 Atx de n2 
| 280) go, Resp. a 142. | Log 7t TZ Resp. Z, 
T 
U 


z 4 
0 
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Integração de equações diferenciais por séries 


113. Encontrar a solução da equação y” = xy 


seguintes: x = 0, y=1, y =Q. que satisfaz às condições iniciais 


Indicação — Proc 
rocurar a solução sob 
a forma i 
23 28 Fis de série. 


Resp. 1-H; r + 
DS Dao asso GR ET: 


114. Encont ã ão y’ 
rar a solução da equação y” + xy’ + y =0 que verifica as condições 


iniciais: para x=0, )=0, y =1. Resp. x— a REN 
o ACER ; AS DSS, TR 


e E ni 
115. Encontrar a solução geral da equação 


2y” , 
A +(2— 4) v=o. 


Indicação — Procurar a solução sob a forma 


1 
y: -£P (o+ Hiz- r | z2- ) R 9 x2 4 6 
Las > Kata esp. Cx” x A 
Ra EEE EaD Pe 


1 ! 5! 


i RE z2 4 : 

+ Cox +... =C sen x C Cos z 
E 4l 1 Vz Sr 2 Vz o 

x 

+y’ + xy = 0 que satisfaz às içõ 

STA k condições 

iniciais: para x = 0, y = 1, y’ = 0. Resp. 1 — a El CEA de zê e 

EEE > (ae qua + 


116. Encontrar a solução da equação xy” 


gh 


Nota — As duas últim 
7 as A pe AS 
equação de Bessel equações diferenciais são casos particulares da 
a2y” +ey' + (22— nº) REA 


quando n=4 en=0. 


17. ã 
1 Encontrar a solução geral da equação 4ry”4+2y'+-y=0 


| Indicação — Procur 
s curar a solução sob a fi 
torma de série zP ( 
a + ax + 
1 


m: par +...) Resp. C4 cos 3+ C3 sen 12, 
- Achar a solução da equação (1 —2)y" — xy'=0 que satisf: 
dições iniciais: y =0, y ama 
dq TES 
Tags qr 
119. Achar a solução da equação (1 + x2)y” 


=] para x=0. R 123 43 25 
earan 


+ 2xy' = 0 que satisfa i 
ript: pr de ça às condi- 
$oes iniciais: y =9, y = 1 para x=0. Resp ia E 
ETA ria e 
= xyy que satisfaz às condições iniciais: 


y=1, y =1 para x= 0. Resp. tata, 
Rea! ! 5! 


120. Encontrar a solução da equação y” 
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“Ie cm ip e e a ima o rss ooo osso 


121. Encontrar a solução da equação (1 — x) y=1+x—y que satisfaça às 
iniciais: y = O para x=0 e indicar o intervalo de convergência da série 


A z2 x gt 
obtida. Resp. staat aa TA” UE aL; 


xy” +y=0 que satisfaça às condições 


122, Achar a solução da equação 
O e indicar o intervalo de convergência. 


miciais: y = 0, y'= 1 para x= 
R E 2 z <œ) 
esp- :—qya tejs BaT (—co<z E 


2 E z 
123. Achar a solução da equação Ab re y'+y=0 que satisfaz às condições 


sen x 


iniciais: y = 1, )y=1 para x = 0. Resp. 


124. Achar a solução da equação r++ y'+y=0 que satisfaz às condições 


= 0 e indicar o intervalo de convergência da 


4 


iniciais: y = 1, y = 0 para X 
: . 2 T x6 
série obtida. Resp. 1 qtas SEA als aa Neo: 


r os três primeiros termos do desenvolvimento em série inteira 


Determina: 1 = e érie 
quações diferenciais seguintes de que se indicam as 


das soluções das e 
condições iniciais: 

4r 

125. y'=724+y2; para 2=0, y= 1. Resp. 1+-x-+a2 + Aa RÃS 


ex2 z3 
126. y"=e”4x; para z=0, y=1, y'=0. Resp. Rena EE 


127. y'= seny — sen x; para 1=0, y=0. Resp. —— - 


esenvolvimento em série inteira das soluções 


Determinar alguns termos do d t las soluçõe 
se indicam as condiçõs inicial” 


das equações diferenciais seguintes de que 
indicadas: 


a2 2x3 8x4 
128. y'=yy'—22; para 2=0, y=0, y'=0. Resp. itetortoaÃoa 


14275 
5! 
i A 1 Ape nal do si dra 
429. y'=y2-4+23; para 2=0, v=5. Resp ra rg +e 
9 
Lg 
+ 32 st... : 
Egon? Es ae AE gi na Sep oq des io 
130. y'=12—y2; para xz=0, y=0. Resp. a 7.97 + TAN g 


z3 Té ge 
131. y'=22y2—1; para 2=0, y=1. Rep i-s+-—5+3 


243 44x4 
RE 4 ARAN 


a? 
132. y'=e!-|zy; para 1=0, y=0. Resp. z+ 5 3 TEN 


Capítulo XVI 
SÉRIES DE FOURIER 


§ 1. Definição. Posição do problema 


Chama-se série trigonométrica a uma série da forma 


ao 
o T 4 cosg + b, sen z + as cos 2x + b, sen 2g +... 


“ 


ou, sob uma forma mais compacta 


E ANS 
E + (an cosnx + Db, sen na). (1) 


n==1 


|. As constantes a, a, et b, (n = 1, 2,...) são os coeficientes da 
serie trigonométrica. 

Se a série (1) convergir, a sua soma é uma função periódica f (x) 
de período 2m, dado que sennx e cosnx são funções periódicas de 
periodo 2r. 

De modo que 


Ha) = f (z + 27). 


Ponhamos o seguinte problema. 

Dá-se uma função periódica f(x) de período 2r. Pergunta-se 
para que condições impostas a f(x) existe uma série trigonométrica 
convergente para f (x). 

Este problema será objecto do presente capítulo. 


Determinação dos coeficientes da série por meio das fórmulas 
de Fourier. 


Suponhamos que a função f(x), periódica e de período 2r, pode 
ser representada por uma série trigonométrica convergente para f(x) 
no intervalo (— r, 7), isto é, que seja a soma desta série: 


y= + o (an cosnz + by Sen na). (2) 


n=1 
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Suponhamos que o integral da função do primeiro membro desta 
igualdade é igual à soma dos integrais dos termos da série (2). Isto 
terá lugar, por exemplo, se se suposer que a série proposta converge 
absolutamente, isto é, que converge a série numérica positiva seguinte 


el Haitinltieltitlt Hait ti 


A série (1) é, então, majorável e pode ser integrada termo a 
termo de — m a m. Aproveitemos para calcular o coeficientes ao. 
Integremos os dois membros da igualdade (2) de — x a +r: 


T x o n st 


| 1 (2x) de = | Sde — Di ( | an cosna da + | bn Sen nx ax) ; 


-a = ia ay ar ge 


Calculemos, separadamente, cada integral do segundo membro: 


T T 
a, Sen nge |" 
| a, cosnr dr = a, | cosnz dy = --"————. = 0; 
n W 
TE nJ 
q x 
x 
cosng 
| b, senna dz = b, | sen nz dr = — b, ——— ESO, 
n k 
dis rs 
Por conseguinte, 
x 
$ Ham) de= nas, 
= 
donde 
m 
1 
ao = — | f(x) dz. (4) 
n 
KaL 


Para calcular os outros coeficientes da série, calcularemos, prèvia- 
mente os integrais auxiliares seguintes. 
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Se n e k forem inteiros e se n-k, tem-se 


x 
f cosnxcoskrdr=—0; 


=x 


x 
f cosnz sea kr dz — 0; (1) 


= 


IA 
f sennz sen kz dr = 9); 


=x 
e se n= k, 


3 cos kz dr =n; 
p sen kz cos kz dz = 0; (LI) 


f sen? kz dr =x. 
-7n 


Calculemos, imeiro i 
DTN os, por exemplo, o primeiro integral do grupo (D. 


1 
cosna cos kz = 3 [cos (n + k) x + cos (n — k) x], 


tem-se 


x 
| cosna cos kx dx = 
= JL 


1 T 
A | cos(n + ade + > | cos (n — k) z dr = 0! 
=x =e 


De igual modo se obtêm as o Ó 

3 d utras fórmulas (I) (*). No 
ido ia integrais (IT) calculam-se directamente (ver na X, LD. 

ode-se calcular, agora, os coeficientes a, e b, da série (2). 


(*) Com a ajuda das fórmulas 


1 
cos nz de [sen (n+k)z— sen (n —k) z], 


1 
sen nz ra [—cos (n+ k) r+ cos (n— k) x]. 
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Para determinar ap; para k0 dado, multipliquemos os dois 
membros da igualdade (2) por cos kx: 


f (x) cos kz = s cos kz + 


+ o (an cosnz cos kz + bn sen nz cos kz). (2º) 
n=1 
A série do segundo membro da igualdade é majorável, dado 
que os seus termos não são superiores em valores absolutos aos 
termos da série positiva convergente (3). Pode-se, pois, integrar termo 
a termo sob qualquer segmento. 5 
Integremos a igualdade (27) de — ~ a r: 


x 
| f (2) cos hz da = $2 | cos kz dx +- 
-n 


-7 


oo 


1 x 
+ D (an | cosnx cos kz dz + bn | sen nz cos ks de). 
n=1 -7 = 


A respeito das fórmulas (II) e (Œ), vê-se que todos os integrais 
do segundo membro se anulam, excepto o que contém o coeficiente a;. 
Por conseguinte, 


x T 
( f(z) cos kzdr= a, § cos! kz dz = as, 
donde 


ques a | f (2) cos kz dz. (5) 


Multiplicando os dois membros da igualdade (2) por senkx e 
integrando de novo de — x a 7, obtém-se: 


x n 
( f(z) sen kr dr= b, | sên’kz dr = bpn, 


donde 


T 


e À | 10 sen tzaz. (6) 
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Os coeficientes definidos pelas fórmulas (4), (5) e (6) chamam-se 
coeficientes de Fourier da função f(x) e a série trigonométrica (1) 
formada com estes coeficientes é a série de Fourier da função f(x). 

Voltemos, agora, ao problema posto no princípio deste parágrafo: 
quais as propriedades que deve possuir a função f(x) para que a 
série de Fourier convirja e que a sua soma 
seja igual aos valores da função nos pontos 
considerados? 

Vamos enunciar um teorema dando as 
condições necessárias para que a função f (x) 
seja representável por uma série de Fourier. 


4 72) 


Definição — Uma função f(x) diz-se 
monótona por corte sobre o segmento [a, b] 
se se puder decompor esse segmento pelos 

Fig. 356 pontos x;, Xz, ..., Zn-1, num número finito 
de intervalos (a, xı), (X X2) ...(x, 4. b) 
de modo que a função seja monótona em cada intervalo, isto é, que 
seja ou não crescente ou não decrescente. 

Resulta da definição que se f(x) for monótona por corte e 
limitada no segmento [a, b], apenas pode ter pontos de desconti- 
nuidade de primeira espécie. Com efeito, se x=c é um ponto de 
descontinuidade para a função f(x), tem-se, em virtude da monotonia 
da função, 


lim f()=f(c—0), lim f(x)=f(c + 0), 
x—>c—0 x—>c+0 
isto é, que o ponto c é um ponto de descontinuidade de primeira 
espécie (fig. 356). 

Temos o teorema seguinte: 


Teorema — Se a função periódica f (x) de período 2r é monótona 
por corte e limitada no segmento [— 7, 7], a sua série de Fourier 
converge em todos os pontos. 4 soma da série obtida s(x) é igual 
ao valor da função f(x) nos pontos de continuidade. Nos pontos de 
descontinuidade de f(x) a soma da série é igual à média aritmética 
dos limites da função à esquerda e à direita; isto é, se x =c for um 


ponto de descontinuidade de f (x), 


E eU to EO) 
PO DA AO A 


Este teorema mostra que a classe das funções representáveis por 
séries de Fourier é bastante lacta. Eis porque as séries de Fourier 
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têm encontrado uma larga aplicação nos diferentes ramos da mate- 
mática. Utiliza-se particularmente com sucesso as séries de Fourier 
em física matemática e nas suas aplicações a problemas concretos 
de mecânica e de física (ver cap. XVII). 

Não demonstraremos o teorema que acaba de ser enunciado. 
Demonstraremos nos § 8, 9, 10 um outro critério suficiente para que 
uma função possa ser desenvolvida em série de Fourier. Abrange, 
num certo sentido, uma classe mais restrita de funções. 


$ 2. Exemplos de desenvolvimento de funções 
em séries de Fourier 


Vamos dar exemplos de desenvolvimento de funções em séries de Fourier. 


Exemplo — 1. Dá-se uma função periódica f(x) de período 27 definida 
como se segue: 
f(y)=z, — n< TKN. 


Esta função -é monótona por corte e limitada (fig. 357). Ela admite, pois, 
um desenvolvimento em série de Fourier. 


Fig. 357 


Aplicando a fórmula (4) do § 1, obtém-se: 


T 


Ag 
a= — | Lidia a 


x 
=. 


— 


-n 


Apliquemos a fórmula (5) do § 1 e integremos por partes: 


x T 
1 1 sen kz |T 1 
a} = — z cos kz dr =— | z 
he T 


— — | sem hz de | =0. 
7 k 


-n k 
Eara -7n 


De acordo com a fórmula (6) do § 1, determina-se: 


z x 
doa : 1 cos kz | 1 9 
br j z Èn kz dr =| -255 ido f cos kede |=(— 1) A 
-7 t L 
Obtém-se, assim, a série 
TE sen z sen 2x sen 3z sen kz 
ra=: | E Ed +g ee (p SE Heil 
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Esta igualdade tem lugar para todos os valores excepto nos pontos de 
descontinuidaae. Nestes pontos a soma da série é igual à média aritmética 
dos limites da função à esquerda e à dirêita, isto é, a zero. 


Exemplo — 2. Dá-se uma função periódica de período 27 definida como 
se segue: 


f(r)=—z para —" <T <0, 
f (z)=x para 0<IKT 


isto é, que f(x) = |x| (fig. 358). Esta função é monótona por corte e limitada 
sobre o segmento — m <S x <S T. 


SIA 4m-dn Zn-n 0) n- ln dn 4n sn t 


Fig. 358 


Determinemos os coeficientes de Fourier: 


x 0 x 
a= f f(x) de==[ f (— 2) dz + f zde [=a, 
—x —x 0 


0 n 
4 
S [ f (— z) cos kx dz + f z cos kx de | = 
= 38 0 


0 x 
=+ | — 2a pe [sen pele questo T— EA p | sem tz do |= 

= 0 

1 cos kz |0 cos kx |x 

sl k la = 
2 O para k par, 
=— (cos kr — 1) = 4 

ka À — kz Para k ímpar; 


= [fca sen kz dz- £ sen kz dz |=0. 


Obtém-se, pois, a série 
D 4 T cosz | cos3z | cos5r cos (2p +1) z 
f(x) x 12 + 32 LE AENEA TE jo sai 
Esta série converge para todo o valor, e a sua soma é igual à: função 
proposta. 
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Exemplo — 3. Define-se uma função periódica de período 27 como 
se segue: 


f()=—1 para —n<2<0, 


f(g)=1Pa QKN. 
Esta função (fig. 359) é monótona por corte e limitada no segmento 


—q<SxsST. f 
Calculemos os coeficientes de Fourier: 


w= frasi] (—1) de + a do |=0; 
Ari x 0 


0 x 
4 sen kr senha |" i, 
a= | 4i (—1) cos kz dz + f cos kz do [= —1. E ERES pet a man 
0 
q 0 A A kz |0 kx |n 
cos kz cos kx 
bd = | (—1) sen zz de + | sen kz da | = E MR e AT e 
psd 0 
5 0 para k par, 
Tae e m-f -3 para k ímpar.. 


A série de Fourier considerada escreve-se, pois, 


di 
TE a K e O ra at do | 


Esta igualdade é exacta para todos os valores excepto nos pontos de 
descontinuidade. 


Fig. 359 


Indicamos, na figura 360, como as somas parciais sn representam com 
uma precisão crescente a função f(x) quando n> 00. 
Exemplo — 4. Dá-se uma função periódica de período 27 definida como 


se segue: 
flo)=22, —a<r<a (fig. 361). 
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N 
A 


sd (sena E sen 32) 


A NENE r i jm 47º IN 


SÉRIES DE FOURIER 343 


Calculemos os cocficientes de Fourier: 


m 
4 as |n 272 
=— 2 = — — =—— 5 
= i dz seta 37» 
-=y 
1f 2 T ' 
pc | 22 cos ke de= - [ = $ = E sen kz de |= 
= 
— jÚ -1 
2 k: T 4 
z cos kx |n 
an ee RETO AU Eola | cos ez de |=- Fz Im cos kal= 
—x 


4 
“= Para k par, 


4 kí x 
—— Para k ímpar; 


IL 


Eu 2 
T | x cos ka de |= 


x 
1 1 x2 cos kx 
= — 2 = 1 — — — 
bh E E sen kz dz + 
-x 


k -=n 
=i 
2 k 1 t 
z sen kr |" 
-5| PETS | sen ze dz | =0. 
=x 


Logo, a série de Fourier da função dada, escreve-se 
T2 ( cos z cos 2x cos 3x ) 


1 22 Ta 


Como a função é monótona por corte, limitada e contínua, a igualdade 
tem sempre lugar 


Fig. 362 


Fazendo na igualdade obtida x = 7, obtém-se: 


o| 3 
Il 
M 
aj 


Exemplo — 5. Dá-se uma função periódica de período 27 definida como 
se segue: 
j (z)=0 para —n <z <0, 
f(x)=a patrno a(g. 362). 
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Definamos os coeficientes de Fourier: 


x a 
1 
a ) f(x) de=) O. dx | de [= SS 3 
a 7 oo) DRE 
x 0 


x 
0 


a 
1 n 
a= a [ x cos kr dz = 1 [ e kz 
J A n N 


2 
Ees cos kr aaie — ik? Para k ímpar, 
qk k 
Mi para k par; 
1 1 F acosk i 
EAN à | a cos kali 1 
E | z senkz dr — i EE Fa E | cos kz dz | = 


or 


n 


1 para k ímpar, 


st k 
= ——- Cos kn= 
5 1 B 1 para k par; 
CET; 
O desenvolvimento em série de Fourier é 
ra=7— 2 (E cos dz , cos dz i )+ 
n 12 E RR S T e 
senz sèėn2r sen 3z 
. +( 1 2 SN ga ) 


Nos pontos de descontinuidade da função f(x) a soma da série é igual 
à média aritmética dos limites da função à esquerda e à direita ( no caso 
presente a 5) 


Fazendo na igualdade obtida x= 0, obtém-se: 


n2 > 1 
Te (en—1)2 * 

$ 3. Uma nota sobre o desenvolvimento das funções periódicas 
em série de Fourier 


Indiquemos a propriedad z £ ; 
2m; tem-se propriedade seguinte duma função y (x) de período 


T A+2x 
Svla) de= ) ip (2) dz. 


qualquer que seja o número A. 
Com efeito, como 


P(E —- 2x) = 4 ($), 
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Fazendo x = É — 2m, pode-se escrever, quaisquer que sejam c e d: 


d dia d+2a d+2a 
fol)dr= | plE-ZM)di= f p(QdE= f p(ajdz 
c c+2x c+2x ct2a 

Em particular, fazendo c = — m, d = A, obtém-se: 


À A+2m 
N w (x) cu ( D (x) dz, 


por conseguinte, 
A+2x 2+2x 


f pode= podes foadh Set) de— 


= m A n 
= f pæd + f lado + f lodo f p) da. 


A propriedade mencionada 'significa: o integral duma função perió- 
dica y (x) sobre um segmento arbitrário de comprimento igual ao período 
tem sempre o mesmo valor. Geomêtricamente: as áreas tracejadas sobre 
a figura 363 são iguais. 


Fig. 363 


Resulta da propriedade demonstrada que se pode, no cálculo dos 
coeficientes de Fourier, substituir o intervalo de integração (— r, 7) 
pelo intervalo (A, À + 27), isto é, que 


; A+2x 1+2m F 

a= = | Md) q == : | f (£) cosnx dz, | 
? aten A preso 

bi == = | Í (x) sen nz dz, | 

] ) 


onde À é um número arbitrário. 
Isto resulta do facto de a função f(x) ser, por hipótese, uma 
função periódica de período 2m; por conseguinte, as funções f (x) cos nx 
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e f (x) sen nx são também funções periódicas de período 2r. Mostremos 
com um exemplo como a propriedade demonstrada simplifica, em 
certos casos, o cálculo dos coeficientes. 


Exemplo — Seja desenvolver em série de Fourier a função f(x) de 
período 27 igual a x sobre o segmento 0<x< 27. O gráfico da função f(x) 
está representado na figura 364. Esta função é dada no segmento [— 7, 7] 
por duas formulas: f(x)=x + 27 sobre o segmento [— m, 0] e f(x) =x sobre 


y 


IN 1 2n IN 4n 57 6x 7x ET E 


Fig. 364 
o segmento [0, 7.] Ora esta função está representada muito simplesmente por 


f(x) =x sobre o segmento [0, 27%]. Por conseguinte, ter-se-á interesse em 
desenvolver esta função em série de Fourier, utilizando a fórmula (1) com à = 0: 


2x 2x 
LER 1 
= — = — p —9 
= ) f(x) dz z | caz AT ; 
0 0 
4 2x 1 2x 
1 Tasen nz 
m= (10 cosna de= | zcosnz de=- a + 
0 0 
2x 
dee] E 
n2 0 
2x 2x 
a : 1 
m= È F sèn nz de= | z senna de= 
0 0 
==[ x cosnz | sennrj2t 2 
iTi n n2 ak so 


Por conseguinte, 


ey 5 D 
f (£) = m- 2 sen gai sen 22— sen Bed sen 4—5 sen 5z—... 


Esta série representa sempre a função dada, excepto nos pontos de 
descontinuidade (os pontos x=0, 27, 47, ...). Nestes pontos, a soma da 
série é igual à semi-soma dos valores limites da função f(x) à direita e à 
esquerda (no caso presente a 7). 
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§ 4. Séries de Fourier de funções pares e ímpares 
Resulta da definição das funções pares e ímpares que se y(x) 
é par se tem 
(plg)da=2 f p (2) dz. 
= 0 


Com efeito, 


p(—a) dx + 


Oen 


f L 5 pa) dr + | (a) de — 
ST plo de= Epa) de + | pla) de=2 f 4 (a) da, 
0 0 


dado que uma função par goza, por definição, desta propriedade: 


y 2) = 4 (9). 


Tem-se, duma maneira análoga, para uma função ímpar q (x) 
f g(a) dz= o(a) dz + [o (2) de= 
0 
=— o de oea 
0 


i i i função f (x) impar, 
Se se tiver o desenvolvimento de Fourier duma a 
o produto f (x) coskx é uma função ímpar e f (x) sen kx uma função 


par; logo, 
4 | 
w= | ra)az=o0, 
a= | a)costzdz=o, (4) 
br = — | f (2) sem kz dz = É | 70) sentada, j 
-a 0 


isto é, que a série de Fourier duma função impar apenas contém senos 
(ver exemplo 1, 8 2). 
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Se se tiver o desenvolvimento de Fourier duma função par o 
produto f (x) sen kx é uma função ímpar e f(x)coskx é par, pelo que: 


u=2 | jGas, 

0 
Re 

da f(x) cos kz dz, (2) 
0 
fis 

ad | rosaira=o, 
E 


isto é, a série de Fourier duma função par apenas contém cossenos 
(ver exemplo 2, § 2). 

As fórmulas obtidas permitem simplificar os cálculos dos coe- 
ficientes de Fourier quando à função dada é par ou ímpar. É evidente 
que qualquer função periódica não é forçosamente par ou ímpar 
(ver exemplo 5, 8 2). 


Exemplo — Seja desenvolver em série de Fourier a função par f(x) de 
período 27 definida no segmento [0, q] por ; 


y=z. 


Já desenvolvemos esta função em série de Fourier no exemplo 2, 8 2. 


(ver fig. 358). Calculamos de novo os coeficientes de Fourier desta função 
utilizando a paridade desta função. 
Em virtude da fórmula (2), br =0, qualquer que seja k; 


2 r 
OT | zar=x, n=5[ z cos kz dz = 
0 (o) 


0 para k par, 


2 [E sen kz coskrjr 2 
ne E ] S e 
n k k2 Jo  nk2 (1) ] -5 para k ímpar. 


Voltamos a encontrar os mesmos coeficientes que no exemplo 2, § 2, mas 
mais ràpidamente. 


§ 5. Séries de Fourier das funções de período 27 


Seia f (x) uma função periódica de período 2], em regra diferente 
de 2r. Desenvolvamo-la em série de Fourier. 
Façamos a mudança; de variável 


p= Lt, 
T 
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A função o: t) é, então, uma função periódica de t de 


ê i i ento 
período 2r, e pode-se desenvolvê-la em série de Fourier no segm 


—r[x<[r: i: 
LB 4S (arcos kt + ba senki), (1) 
(E)=2+ 2/6 
k=1 
ou E i E i 
WN SENERE L i) cos ha f 
aA Ea) a = ye 


T 
1 l 
br = = | TE) sen kt dt. 


-x 
Voltemos, agora, à antiga variável x: 


x Ti 
z=Żs, t=r—, dt = — dz. 


T 
Ter-se-á, então: 


4 
a=} [ima a=7 hro ea 1 


l 
1 ui 
do Sd [ro sen k y a dz. 
no) 
A fórmula (1) transforma-se em: 


E k: kn 
feg= 824 X (acostat nst), (3) 
A 


são calculados segundo as fórmulas (2). 


i ã iódica de período 2l. 
éri Fourier duma função periódica de l 
S “Ne Ei = ih o que foi dito sobre as séries de ipa das 
eg iódicas de período 2r mantém-se em vigor para a 1 ad 
aa de período qualquer 21. O teorema sobre o pe an 
paa ã i ier do § 1, permanece » ben 
érie de Fourier do a 
o 5 Ent fade a possibilidade a Pagar sta ep e = 
integran segmento arbitrário comprin d 
i $ nodes simplificar o cálculo dos coeficientes quando a função 
é par ou ímpar (8 4). 


onde os coeficientes an, 4r» Or 
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Exemplo — Desenvolver em série de Fourier a função periódica de período 


2! definida no segmento [— |; 1] pela igualdade f(x) = |x| (fig. 365). 
y 


| 
| 
| | 
OE E E PO E SS EE 


Fig. 365 
Resolução — Como a função considerada é par, tem-se 
l 
ASEE ay=5 | id ri 
0 


l 
Ei a pi pao i e i DE S Rs 
= x COS i dt = a a cos kx dx = 4l 
0 


— zaa Para k ímpar. 


(1 
Por conseguinte, o desenvolvimento escreve-se: 


T 5k Ap) 
ei tê 7" cos 5 z cos T z | 


lei=53— +p +t... 


m2 


EEEE 
§ 6. Desenvolvimento em série de Fourier 
duma função não periódica 


Seja dada no segmento [a, b] uma funçã 5 

f ; u nção monótona por corte f (x 

A 366). Mostremos que esta função pode ser representada nos Ee 
e descontinuidade por uma série de Fourier. Consideremos, para esse 


y 


b A+2p 
Fig. 366 
efeito, uma função arbitrária periódica monótona por corte f; (x) de 


período 2u >|b — a| e coincindindo com a funçã 
[a, b]. (Prolongamos f (x)). a Ra qu 
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Desenvolvamos a função f, (x) em série de Fourier. A soma desta 
série concide em todo o segmento [a, b] (excepto nos pontos de 
descontinuidade) com a função dada f(x. isto é, que se desenvol- 
veu f(x) em série de Fourier no segmento [a, b]. 

Consideremos em seguida o seguinte caso importante. Seja f (x) 
uma função dada no intervalo [0, I]. Prolongando arbitráriamente esta 


YA 
JIZ ! 
| 
| 
dia Laa 
DEE aya 
| 
| 
pr 
Fig. 367 Fig. 368 


função no intervalo [— 1, 0] (conservando a monotonia por corte) 
podemos desenvolver esta função em série de Fourier. 

Em especial, se prolongarmos esta função no intervalo — | < x < 0 
de modo que f(x) =f(— x), obtém-se, finalmente, uma função 
par (fig. 367). (Diz-se, então, que a função f(x) foi «prolongada de 
maneira par». Esta série desenvolve-se em série de Fourier de cos- 
senos. De modo que a função f(x) dada no intervalo [0, 1] foi desen- 
volvida em série de Fourier de cossenos. 

Se se prolonga a função f(x) sobre —I<x<O de modo que 
fO)=—f(— x) obtém-se uma função ímpar, desenvolvendo-se em 
série de senos (fig. 368). (Prolongamento ímpar da função f(x). Por 
conseguinte, se for dado no intervalo [0, I] uma função monótona por 
corte f(x), pode-se desenvolvê-la ou em série de Fourier de cossenos 
ou em série de Fourier de senos. 


Exemplo — 1. Seja desenvolver a função f(x) =x no intervalo [0, 7] em 
série de senos. 


Resolução — Prolonguemos esta função de maneira ímpar (fig. 357). 
Obtém-se a série 


sens sen ER 
t T 
(ver exemplo 1, 8 2). 
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Exemplo — 2. Desenvolver a função f (x) = x no segmento [0, m] em série 
de cosenos. 


Resolução — Prolonguemos esta função de maneira par; tem-se: 
F=], —I<2SK 


(fig. 358). O desenvolvimento em série de Fourier desta última função é 


IT 4 [cosz, cosdr | cos 5x 
PO Ro E + 52 +] 


(ver exemplo 2, § 2). Por conseguinte, no intervalo [0, 7], tem-se a igualdade 


x 4 [cosx |, cos3r , cos 5r 
al TAE PAETE +] 


§ 7. Aproximação, em média, duma função dada por meio de 
polinómios trigonométricos 


A representação duma função em série (de Fourier, Taylor, etc.) 
tem este sentido prático que a soma parcial obtida quando se limita 
ao termo de ordem n é uma expressão aproximada da função que 
se desenvolve. Pode-se levar esta aproximação ao grau desejado 
escolhendo convenientemente n. Todavia, o carácter da representação 
aproximada pode variar. ; 

Assim a soma s, dos n primeiros termos da série de Taylor 
coincide com a função dada no ponto considerado e não tem neste 
ponto derivadas até à ordem n coincidindo com as derivadas da 
função considerada. Um polinómio de Lagrange de ordem n (ver § 9, 
cap. VII, t. I) coincide com a função considerada em n + 1 pontos. 

Vejamos qual é o carácter da aproximação duma função perió- 
dica f(x) por meio dos polinómios trigonométricos da forma 


Sa (0) — S + > ap cos kz + by sen kz, 
k=1 


em que a, a, bı, bz, ..., An, bn são coeficientes de Fourier, isto é 
que se aproxima com a soma dos n primeiros termos da série de 
Fourier desta função. Façamos algumas notas preliminares. 
Suponhamos que se tem y= f(x) no intervalo [a, b] e que se 
quer avaliar o erro cometido quando se substitui esta função por 
uma outra função q (x). Pode-se considerar, por exemplo, que o erro 
é representado pela expressão max |f (x) — (x)| no intervalo [a, b], 
o que se chama desvio máximo entre f(x) e p (x). Mas, por vezes, 


SÉRIES DE FOURIER 353 


e becos PERTO, DO, TOUT Tene dt T 


é mais natural considerar o desvio quadrático médio 3 cujo quadrado 


é, por definição, 


b 
peac OROL 


Expliquemos, na figura 369, a diferença entre o desvio quadrático 


médio e o desvio máximo. ; 
Suponhamos a função f (x) representada pelo traço a cheio e as 


aproximações q: (x) e p(x) pelos ponteados. O desvio máximo da 


menor que o desvio máximo da curva y = p: (x), 
i i i imei é maior que O 

mas o desvio quadrático médio da primeira curva 
da segunda, porque à função y= p: (x) se distingue notòriamente 
de y=f(x) sòmente num pequeno intervalo e, por conseguinte, 
caracteriza melhor a função y = f ey que a primeira. 

Voltemos agora ao nosso problema. i 

Seja dada uma função f(x) periódica de período 2r. Entre os 


polinómios trigonométricos do grau n 


curva y = p (x) é 


S ag o (an cos ka + By Sen ka) 
k=1 


para calcular, escolhendo convenientemente os coeficientes Or 


pede-se médio, definido pela igualdade 


e Br, O polinómio cujo desvio quadrático 
n 


é do | [= D) reos te Ba son ta dx 


Ee ad = 
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O problema reside em encontrar o mínimo duma função de 


2n=P 1 "variáveis Oy, deparo Omo Parc Parc corar Pai 
Desenvolvamos o quadrado da expressão entre parêntesis recto 


e integremos termo a termo; tem-se: 


naa) [ro PAEA) EM D (ap cos kz + By sent) + 


k=1 


+ a + y (ap cos kz -+ By sen to] dx = o | P (a) de — 
JT 
h=1 EA 


-2 fre jaia [omae 


ST -7 


D h | rodando A [a de + 


n x 


ras ak | cos kedo pd X) pi | sen? kr dz + 
n 


k=i = k=1 -xn 


n x n x 
Ea Dj | cobre ty > ha | sen kr dy + 
=n za -x 


1 
+ = A [07107] | cos kz cos jz dx 4 


k=1 j=1 = 
hj 
x 
i 
+ = b) p3 rby; | cos kz sen jz dz + 
k=1 j=1 = 


+ — a 5 sen kz sen jz dz. 


E E 
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Notemos que 


1 : 1 ( i 
si [roda a; FT | f(x) cos kx dz = az ; 


= 
T 


E | a sen rd 
= 


são os coeficientes de Fourier da função f(x). 
Além disso, em virtude das fórmulas (I) e (II) do $ 1, tem-se, 


quando k = j, 
s n 
$ co? kr dr =n, f sen” kz dr= nx, 
-7n -n 
TJ 
para k e j quaisquer: j sen kx cos jx dx = 0, 


e, quando, kÆ j, 
m n 
f cos kz cos jz dz = 0, $ sen kz sèn jz dz = 0. 
-7 -n 


De modo que 


T n 


ôn = Ir =) P (a) dz — zu 2 (arar + Baba) + 


ES h=1 


ao 1 $ 2 2 
E D (az + Ba). 
k=i 
Juntando e subtraindo a quantidade 


3 


tem-se 


+ (o a) + > ES [ar — ar)” + (Br — bo]. O (1) 


h=1 
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Os três primeiros termos desta soma não dependem da escolha 
dos coeficientes ap, œ, <--> Om, By, -> Br. Os outros termos 


A| = 


3 1 E 2 2 
(o — ao) EE e a + (Ba — bh)] 


r} 


são não negativos. A sua soma é mínima (zero) quando 
Qo = lo, Ai = li, ..., An = ln, Bi = dy, SEN) Da = bns 


Tal é a escolha dos coeficientes œo, a, -> Œn, Bi, > Pn para 
o qual o polinómio trigonométrico 


m 
F + pa (o cos kz + By sen kz) 
R=1 


menos se desvia da função f(x) no sentido de que o desvio quadrático 
médio 62 seja mínimo. 
Acabamos de demonstrar o teorema: 

Entre todos os polinómios trigonométricos de ordem n, é o 
polinómio de Fourier da função f(x) que dá a melhor aproximação 
quadrática média desta função. 

O desvio quadrático médio mínimo é 


1 RR 7] z 
AORA DW F 
-x zi k=1 ( ) 


Como ô? > 0, tem-se, qualquer que seja n, 


ER 2 d a 1 E Dive g2 
Es f(x) RA A (ar + bh). 
= R= 


Segue-se que a série do segundo membro converge quando n > o 
e pode-se escrever 


Ju oo 


+) foa>S+ CET (3) 
= k=1 
Esta relação é a desigualdade de Bessel. 
. . Limitemo-nos simplesmente a indicar que para qualquer função 
limitada monótona por corte, o desvio quadrático médio obtido quando 
se stbstitui esta função por uma soma parcial de Fourier tende para 
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zero quando n> &: 54 —> 0 quando n> o. Mas, então, da fór- 
mula (2) resulta a igualdade 


d+ d+ =. | P (2) dz, (3) 


chamada igualdade de Liapounov (*). (Indiquemos que A. Liapounov 
demonstrou esta igualdade para uma classe de funções mais lacta 
que a classe aqui tratada). 

Resulta do que acaba de ser demonstrado que, para uma função 
que satisfaça à igualdade de Liapounov (especialmente para qualquer 
função limitada monótona por corte), a série de Fourier correspondente 
dá um desvio quadrático médio nulo. 


Nota — Estabeleçamos uma propriedade dos coeficientes de Fou- 
rier, que nos servirá no seguimento. Vamos dar, prêviamente, uma 
definição. 

Uma função diz-se contínua por corte no intervalo [a, b], se 
os seus pontos de descontinuidade de primeira espécie são em número 
finito sobre este segmento (ou se é para todo o valor contínua). 

Mostremos a seguinte proposição. 

Se a função f (x) for contínua por corte sobre o segmento [— r, 7] 
os seus coeficientes de Fourier tendem para zero quando n> o, isto é, 

lima, = 0, limb =0:; (4) 


n>00 n>"00 


Demonstração — Se a função f (x) é contínua por corte no inter- 
m 


valo [— 7, 7], o mesmo se passa com f’ (x). Mas, então, | f? (x) dx 


-n 
existe e é um número finito (**). Então, da desigualdade de Bessel (3) 


o 


resulta que a série bo (a + b3) converge, o que implica que o seu 
ni=1 
termo geral tende para zero: lim (a2 + bi) = 0, as igualdades (4) 


n-—00 
estão demonstradas. Assim se tem para uma função limitada contínua 


por corte as igualdades 


lim $ f(x) cosnz dz =Q, 


n>% -7 


1 
lim f f(x) sen nz dz =Q. 
n=>œ —X 


— 


(*) Esta igualdade é ainda chamada fórmula de Parseval. 
(:*) Este integral é a soma dos integrais dos diferentes bocados de funções 


contínuas que constituem a função f(x) no intervalo [— 7, m]. 
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Se a função f(x) é periódica e de período 2r, pode-se recopiar 
estas últimas igualdades como se segue (com a arbitrário); 
a+zm a+2x 
lim Í f(z)cosnrdr=0; lim f f(x) sènnzdr=0. 
n >o a n-—00 a 
Notemos que estas igualdades subsistem se se integrar num inter- 
valo [a, b] qualquer, isto é, que os integrais 


b b 
{f f (z)cosnzdz et f f (x) sên nz dz 


tendem para zero quando n tende para infinito, se f (x) for uma função 
limitada contínua por corte. f 
- Com efeito, suponhamos, para fixar ideias, que b— a< 2r e 

consideremos a função auxiliar ọ(x) de período 2r definida como 
se segue: 

Ẹ (x)= f (x) para aÇI<LD, 

p(x)=0 para b<r<a+ 2n. 

Então, b a+27 

f f (2) cosnz dz = f (z) cosnzdz, 
a a 


b a+27 
J f(x) sèn nz dr = } q (x) sèn nz dr. 


Como (x) é uma função limitada e contínua por corte, os 
integrais dos segundos membros tendem para zero quando n— o. 

Segue-se que os integrais dos primeiros membros tendem também 
para zero. A proposição está assim demonstra e tem-se 


b b 
lim ff(ajcosnrdzr=0; lim f(z) sènnzdr=0 (5) 
n> q n> q 
quaisquer que sejam a e b e a função f(x) limitada e contínua por 
corte no segmento [a, b]. 


§ 8. Integral de Dirichlet 


Vamos estabelecer neste parágrafo uma fórmula que exprime as 
somas parciais duma série de Fourier por meio de integral. Esta fórmula 
ser-nos-á útil nos parágrafos seguintes. 

Consideremos uma soma parcial de Fourier para a função perió- 
dica f(x) de período 2r: 


Sn (2) = F + p (ap cos kz + b; sên kz), 
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ud 1 T 
= | f(t) cos kt dt, bus [ro sen kt dt. 
— x = dE 


Substituamos estas expressões na de s, (x), obtém-se: 


no=+ | ra 


eu 


x 
h=41 = 


— 7 


ou, introduzindo cos kx e sen kx sob o sinal soma (o que é legítimo, 
porque coskx e senkx não contêm a variável de integração), 


SE | f(t) dt + 
2n Y 
+ R, | | f (t) cos kz cos kt dt + | f (t) sèn kx sèn pat] 5 
n 


Ponhamos agora 2 como factor e substituamos a soma dos 
T 


integrais pelo integral da soma; tem-se: 


s(a = = | ja + D [f (t) cos kz cos kt + f (t) sèn kx sen ml} di, 
-n k=i 
ou 
s =— : | ft) [+ b (cos kt cos kx + sen kt sen ta)| di = 
=x k=1 


= + frofit Xeste- a] a (1) 
R=1 


x 
Transformemos a expressão entre parêntesis. Façamos 


on (= + + cosa + cos 2z +... + cosnz; 
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então, 
20n (2) cos z = cos Z + 2coszcosz + 2coszcos2z+... 
. - . + 2 cos z cosnz = cos z + (1 + cos 22) + (cos z + cos 32) + 
+ (cos 2z + cos 4z) +... + [cos (n — 1) z + cos (n + 1) z] = 
= 1 + 2cosz + 2cos 2z +... 
.-. H 2cos (n — 1) z + cosnz + cos (n -+ 1) z 
ou > 
20, (2) cos z = 20, (2) — cos nz + cos (n + 1) z, 
Ee jaja OSRE 77 A (n + 1)z 
2(1 — cos 2) 
Ora, 
cosnz — cos (n + 1) z = 2 sen (2n -+ 1) 5 sen 5, 
1 — cosz= 2 sèn? 5. 
Logo, 


sen (2n + 1) $ 
meS 
2 sên 2 
sèn -5 
Pode-se, pois, recopiar a igualdade (1) sob a forma 


t— x 


sén (2n + 1) 


Sa 2 sén 7 


; Como a função sob o sinal soma é periódica (de período 2r) 
o integral conserva o mesmo valor em qualquer segmento de com- 
primento 2r. Segue-se que 


es k t— 
di sên (2n +1) —5> 
Sn (1) = — go RR a i 
aa e 
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Introduzamos a nova variável de integração a fazendo 
E == OUR e a OR 


Então, obtém-se a fórmula 


T sen (2n +1) $ 
Sn (1) =— | fle+ a) ————— da. (2) 
Dorsa 2 sen 5 


O integral do segundo membro é o integral de Dirichlet. 

Façamos nesta fórmula f(x) = 1; então, ao = 2, a, = 0, bp =0 
quando k > 0; logo, s, (x) = 1 qualquer que seja n, e obtém-se a 
identidade ; 


n sen (2n + 1) $ 


oL da, (3) 
3% 


-xn 2 sen S 


que nos servirá no seguimento. 


§ 9. Convergência duma série de Fourier num dado ponto 


Suponhamos que a função f (x) é contínua por corte no intervalo 
[— r, rl. 

Multipliquemos os dois membros da identidade (3) do parágrafo 
anterior por f(x) e introduzamos f (x) sob o sinal de integração. 
Obtém-se a igualdade 


7 sen (2n + 1) 5 
| fla) ada 


t 2 sen 5- 


Subtraiamos, membro a membro, esta igualdade da igualdade (2) 
do parágrafo anterior. Obtém-se: 


pel sen(2n + 1) 5 
Sn (2) — f (2) = — | [/ (z + e) — f()] ———— da. 
o 2 sen 5 


[4] 


Vê-se que a convergência da série de Fourier para O valor da 
função f(x) no ponto dado depende da convergência para zero do 
integral do segundo membro quando n = o. 
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Decomponhamos este último integral em dois: 


1 A cos -5 
Sn (2) SRA i, | [F(z +2) S a na da + 


— 2 sen -5 


+42 | pera r(alcosnado, 


utilizando a fórmula sen (2n + 1) 5 = sen na cos paan cos na X sen > 


2 


Decompondo o primeiro integral do segundo membro desta última 
igualdade em três, vem: 


] 2 Coa 
Sn DR gioa | [Í (£ + a) — f(20)] ———— sèn na da + 
=ô 


2 sen 5 
—6 [9 é 
1 cos 5 
e | [f(x + æ) — f(2)] —— sên na da + 
JT [9 
-=r 2 sen T 


1 7 cos 5 
++ freta- rose na da, + 
õ 


9 sen Č 
sen 3 


Ta | [f (2 + a) — f (1)] 5 cosna da. 


Façamos O, (a) = LEE = (2º) como f (x) é limitada e con- 


tínua por corte, «D, (œ) será igualmente uma função periódica de « 
limitada e contínua por corte. Segue-se que o último integral do 
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segundo membro tende para zero quando n> œ, porque é o coefi- 
ciente de Fourier desta função. A função 


cos É 
Do, (0) = [f(x + a) — f(2)] SEA 
2 sen = 


pa 


é limitada quando — r La <— e 8KLak< vr; tem-se 


1 
Do (09) |< [M + M —r 
sen — 
E 2 
em que M é o limite superior de |f(x)|. Além disso, a função ®, (a) 
também é contínua por corte. Por conseguinte, em virtude das fór- 
mulas (5) do 8 7, o segundo e terceiro integrais tendem para zero 
quando n> o. 
Pode-se escrever, por conseguinte, 


lim [sn (2) — f(m)]= 


1 A cos z 
= lim — | [f (£ + œ) — f (1) —— senna de. (1) 
T c 
ô 2 sen 3 

A integração na expressão do segundo membro é alargada ao 
intervalo — ô <a<3, logo o integral depende dos valores de f(x) 
sômente no intervalo compreendido entre x— 8 e x +8. 

Desta última igualdade deduz-se a importante proposição: a con- 
vergência da série de Fourier no ponto considerado x depende sômente 
do comportamento da função numa vizinhança arbitráriamente pequena 
deste ponto. 

Tal é o conteúdo do princípio da localização no estudo das séries 
de Fourier. Se duas funções fı (x) e f> (x) concidem na vizinhança dum 
ponto x, as suas séries de Fourier convergem ou divergem ao mesmo 
tempo neste ponto. 


§ 10. Algumas condições suficientes para a convergência 
duma série de Fourier 


Demonstramos no parágrafo anterior que se uma função for 
contínua por corte no intervalo [— 7, =], a convergência da sua série 
de Fourier no ponto considerado x, para o valor f(x,) depende 
somente do comportamento da função numa vizinhança arbitràriamente 
pequena [xo — 8, xo + 8] de centro no ponto xo. 
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Demonstremos em seguida que se a função é, na vizinhança 
de xo, tal que os limites seguintes existam e sejam finitos 


Iate) y 


lim (1) 
==" [97 
ii Em) e) E a (2) 
++] [94 


e se a própria função é contínua no ponto xo (fig. 370), a série de 
Fourier converge neste ponto para f(xo) (*). 


JT 


0 


Fig. 370 


Demonstração — Consideremos a função &, (æ) do parágrafo 
anterior: 


cos 5 
Do (a) =[f (zo + 0) — f (2)] —— ; 


2 sen 5 


EA] 


como a função f(x) é contínua por corte no intervalo [— 7, 7] e 
contínua no ponto xo, é, por conseguinte, contínua numa certa vizi- 
nhança [xo — 8, xo + 8] do ponto xo. Loge a função 9, (o) é contínua 
em todos os pontos em que «£0 e |a|<6. A função &. (a) não é 
definida para «a = 0. 


(*) Se as condições (1) e (2) forem verificadas, diz-se que f(x) no 
ponto x tem uma derivada à direita e uma Scrivada à esquerda. Representou-se 
na fig. 370 uma função tal que kı = tg Qi, ka = tg qo, k Æ ko. Se k = ko, 
isto é. se as derivadas à direita e à esquerda forem iguais, a função é derivável 
no ponto dado. f 
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Procuremos os limites lim D, (a) e lim O, (a) utilizando as 


a—>0—0 a—>0+0 
condições (1) e (2): 
A 
cos z 
lim Do(0)= lim [f (zo +) — f (zt) ]— ~ = 
a00 Qu sa] 2 sen a 
2 
g 
pe Lato t É cf 
«—>0—0 [94 [94 
sen T 
a f (zo + 01) — Í (z0) x 
œ—>0—0 [94 
a 
A à a 
x lim —2— lim cos— = k,:1-1 = kı. 
œa—>0—0 (o A a a 
sen 3 


Por conseguinte, se se definir a função ð; (a) fazendo ©, (0) = kis 
ela será contínua no intervalo [— 8, 0] e, por conseguinte, limitada. 
Demonstra-se, duma maneira análoga, que 


lim D, (œ) = ko. 
œa —>0+0 


Logo a função ®- (a) é limitada e contínua no intervalo [0, è]. 
Assim, a função ®:(e) é limitada e contínua por corte no inter- 
valo [— ô, 8]. Voltemos à igualdade (1) do § 9 (designando x por Xo): 


Lim [sn (29) — f (2)1= 


E cos 5 
— tim A | yet 0) — el ana da 
e E E 2 sén 5 
ou 
ô 
kear 
lim [s (x) — f (x9)] = Ro e | Do (a) sen na da. 


O) 
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Tendo em atenção as fórmulas (5) do § 7, conclui-se que o 
limite do segundo membro é nulo, e portanto, 


lim [sn (£0) — f (x9)] = 0 
n—00 
ou ; 
lim sn (xo) EN (To). 
n—oo 

O teorema está demonstrado. 

A diferença entre o teorema demonstrado no § 1 e o teorema 
acima consiste no que se segue; pedia-se no teorema do § 1 para a 
convergência da série de Fourier no ponto x, para o valor f (xo), 
que xo fosse um ponto de continuidade sobre o segmento [— m, 7] 
e que a função fosse monótona por corte, enquanto que aqui se pede 
que a função seja contínua no ponto xo que tenham lugar as condi- 
ções (1) e (2) e que a função seja contínua por corte e limitada no 
intervalo [— 7, r]. É evidente que estas condições são diferentes. 


Nota — 1. Se uma função contínua por corte for derivável no 
ponto xo, é evidente que as condições (1) e (2) tenham lugar e que 
se tenha kı = kə. Por conseguinte, num ponto de derivabilidade da 
função f (x), a série de Fourier converge para o valor da função nesse 
ponto. 


Nota—2. I—A função considerada no exemplo 2 do 8 2 
(fig. 358) verifica as condições (1) e (2) nos pontos 0, + 2r, + 4r, ... 
Ela é sempre derivável. Logo a série de Fourier desta função converge 
em cada ponto para o valor desta função. 


I— A função do exemplo 4, 8 2 (fig. 361) verifica as condi- 
ções (1) e (2) nos pontos =~, + 3m, + 5r. Ela é derivável para 
todo o valor, logo representável por uma série de Fourier em cada 
ponto. 


NI— A função do exemplo 1, 8 3 (fig. 357) é descontínua nos 
pontos + r, + 3m, + 5r. É sempre derivável, logo a série de Fourier 
converge para o valor desta função em todos os pontos, excepto nos 
pontos de descontinuidade. Nos pontos de descontinuidade, a soma 
da série de Fourier é igual à média aritmética dos valores limites 


` z 


da função à esquerda e à direita: é nula no caso considerado. 
§ 11. Análise harmónica numérica 


A teoria da decomposição das funções em séries de Fourier 
chama-se análise harmónica. Vamos fazer, agora, algumas observações 
sobre o cálculo aproximado dos coeficientes de Fourier, isto é, sobre 
a análise harmónica numérica. 
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Como se sabe, os coeficientes de Fourier da função f(x) de 
período 2r são definidos pelas fórmulas 


n= | fajdr: m= | f@costzds; 


by= | f(x) sèn ka dz. 


Em muitos casos encontrados em prática, a função f(x) é dada 
quer sob a forma de quadro (quando a dependência funcional é 
obtida experimentalmente) quer por uma curva traçada por um aparelho. 
O cálculo dos coeficientes de Fourier faz-se, então, por meio de méto- 
dos de integração aproximada (ver § 8, cap. XI, t. I). 

Consideremos o segmento — <x<7m de comprimento 2r. 
Pode-se sempre reduzir a este caso, escolhendo convenientemente a 
unidade sobre o eixo Ox. 

Dividamos o segmento [— r, 7] em n partes iguais pelos pontos 


To = — T, Ti, To, «e In =. 


O comprimento dum segmento parcial é, então, 


Anea ty 
n 


Designemos os valores da função f (x) nos pontos Xos Xp Xz, ..., 
Por In 
Yos Yis Y2s co Yne 
Tomamos estes valores quer no quadro, quer sobre a curva da 
função. 


Utilizando, por exemplo, a fórmula dos rectângulos (ver fórmula (1), 
§ 8, cap. XI, t. I), determinam-se os coeficientes de Fourier: 


n n 
2 Z 
a=2 5 v n=2 5 ucoske, 


i=1 i=1 


R i en k. 
Aai Yi sen kzi. 


i=1 
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Têm sido elaborados esquemas, que simplificam o cálculo dos 
coeficientes de Fourier. Não podemos aqui perder-nos em detalhes, mas 
indiquemos que existem aparelhos (chamados analizadores harmónicos) 
que, segundo o gráfico da função dada, permitem calcular aproxima- 
damente os coeficientes de Fourier. 


$ 12. O integral de Fourier 


Seja f (x) uma função definida em qualquer intervalo (— co, o0) 
e absolutamente integrável neste intervalo, isto é, que o integral 
f flo) lde=0 (1) 


Ra ERA 


existe. Suponhamos, além disso, que f(x) admite um desenvolvimento 
em série de Fourier em qualquer intervalo (— l, + l): 


<a E á 
f= > arcos Ea b sen E, (2) 
é h=41 i 
onde 


1 l 
a= | ficos Trat, w= | rsen tar (3) 


= L 


Substituindo na série (2) os valores dos coeficientes a, e b, tirados 
das fórmulas (3), pode-se escrever: 


l Er va 
A a ka kr 
f (2) = 21 (roa 7 2D fros j tdt) cos i z+ 


l 


So L 
iso (| ro sen Trai) sento je 


R== Ls Tb =l 


ou 


l oo L 
ra= [roat +Y [res E2 a (4) 
o RA —1 


=ł 
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Estudemos o problema da forma do desenvolvimento (4) quando 
se passa a limite para l—> o. 
Introduzamos as notações seguintes: 


Substituindo-as em (4) teremos: 


l oo l 
= | f(t) dt + t oa (| f (t) cosa, (t — 2º) at) Agp. (0) 
— R=1 + 


Quando | > œ o prirneiro termo do segundo membro tende para 
zero. Com efeito, 


l l po 


1 ia 1 ps it 
4 froaj<A fura | iroa- Ens 0. 


—l —l — 00 
Para cada valor fixo de | a expressão entre parêntesis é uma 
A ; T 
função de a, (ver fórmulas (5)) tomando os seus valores de T a o. 


Notemos, sem o demonstrar, que se a função f(x) for monótona por 
corte em cada intervalo infinito, limitada no intervalo infinito e que 
satisfaz à condição (1) a fórmula (6) tomará, se l—> + œ, a forma 


f(d)= = | (] f(t cosa (t — 2) at) da. (7) 


A expressão da direita chama-se integral de Fourier da função f (x). 
A igualdade (7) tem lugar para todos os pontos em que a função 
é contínua. Nos pontos de descontinuidade é a igualdade 


oo 


E O cosa (t — a) dt i ada Ih A A 
T 2 


0 — oo 


que é verificada. 
Transformemos o integral do segundo membro da igualdade (7) 
desenvolvendo cos e (t — x): 


cosa (t — x) = cosat cos az - sen at sen au. 


í eta Ima 


370 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Substituindo esta expressão na fórmula (7) e fazendo sair cos ax 
e senax de debaixo do sinal de integração nos integrais em que a 
integração é realizada na variável t, obtemos 


filo) = - | ( | f(0)cosatdt | cosazda + 


+21 (1 sem atat) sen azda, z (8) 


Cada um dos integrais em t, situados entre parêntesis, existe, 
porque a função f (t) é absolutamente integrável no intervalo (— co, + c0) 
de modo que as funções f (f) cosat e f(t)senat são também absoluta- 
mente integráveis. 

Consideremos os casos particulares da fórmula (8). 


1. Suponhamos que f(x) é par. Neste caso f(t)cosat é uma 
função par e f(t)senaí uma função ímpar de modo que temos: 


Í Í (t) cos at dt = 2 (o cos at dt, 
FE 0 


5 fÍ (t) sen at dt = 0. 


Neste caso a fórmula (8) põe-se sob a forma 


F= a | ( | f (t) cosat at) cos az da. (9) 


0 


; 2. Suponhamos que f(x) é ímpar. Analizando a natureza dos 
integrais da fórmula (8), teremos neste caso: 


ro=2 


Se a função f (x) não é definida senão no intervalo (0, co), pode-se 
representá-la para x > O tanto pela fórmula (9) como pela fórmula 10. 
No primeiro caso definimo-la complementarmente para o intervalo 
(— œ, 0) sob a condição de a função ser par e no segundo ser ímpar. 


( fro sen ai at) sen qa dæ. (10) 


i 
į į 


t 
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Sublinhamos, uma vez mais, que nos pontos que apresentem 
descontinuidades convém substituir f(x) nos primeiros membros das 
igualdades (9) e (10) pela expressão 


fa +0) +f — o) 
2 


Voltemos à fórmula (8). Os integrais entre parêntesis são funções 
de a. Introduzamos as notações: 


oo 


A (a) = = | J4t) cosat dt, 


oo 


B(a)= + | f (t) sen at dt. 


— oo 


Então, pode-se escrever a fórmula (8) sob a forma: 
f (£) = $ [A (a) cosaz + B (a) sen ax] da. (41) 
0 


Diz-se que a fórmula (11) dá o desenvolvimento da função f(x) 
em harmónicas de frequência œ que variam duma maneira contínua 
de O a œ. A lei de distribuição das amplitudes e das fases iniciais 
em função da frequência « é expressa pelas funções A (æ) e B (a). 

Voltemos à fórmula (9). Façamos 


oo 


F (œ) = v2 [ro cos at dt. (12) 


0 


A fórmula (9) toma. então, a forma 


oo 


FEES v2 | F (a) cos az da. (13) 


A função F(a) chama-se transformada-cosseno de Fourier da 
função f(x). 

Se na igualdade (12) F («) for a função dada e f (f) a função pro- 
curada, será, então, uma equação integral para a função f(t). A fór- 
mula (13) dá a solução desta equação. 
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Com base na fórmula (10), pode-se escrever as seguintes igualdades: 


oo 


Re = | f (t) sèn at dt, (14) 
Fa E vz fo (oxsén az da. “45 


0 


REA função &(a) chama-se transformada-seno de Fourier da 
função f(x). 


Exemplo — Sej 
xemplo — Seja f(g)=e PE B>0, 2>0). 


Determina-se, segundo a fórmula (12), a transformada-cosseno de Fourier: 


F a=} 2 f eb eosatar= y 2 B 


T 214-q2 m 
0 ; e : 
Segundo a fórmula (14) determina-se a transformada-seno de Fourier: 
—— oo — 
É 2 E 2 [07 

OD (x) = Ea | Bt = — = 

(2) o) e "sen at dt x BECO 
0 - 


Com a ajuda das fórmulas (13) e (15), obtém-se as relações recíprocas: 


oo 

2B cos ax pa 

TV figos dese (20) 
0 

9 co 

œ SEn ar 

Sl Pira da=e"8 (x> 0) 

0 


§ 13. Forma complexa do integral de Fourier 


No integral de Fourier (fórmula (7), § 12) a função de «æ, que 
se encontra entre parêntesis, é par e, por conseguinte, é “igualmente 
determinada para os valores negativos de «œ. Em virtude do que acabámos 
de dizer pode-se recopiar a fórmula (7) sob a forma: 


oo oo 


== | (1 f (cosa (t — a) dt ) de. (1) 
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Consideremos, agora, a expressão seguinte idênticamente nula 


oo 


M 
f ($ f(t) sena (é — x) dt) da = 0. 
—M —o 
Q primeiro membro é idênticamente igual a zero, porque a 
função de « entre parêntesis é uma função ímpar e o integral duma 
função ímpar tomada nos limites de — M a + M é igual a zero. 
É evidente que 


lim i (S Í (t) sena (t — x) dt )do = 0 


e UV =>: 00 VE ras 
T (1 f() sen a (t — a) di) da = 0. (2) 


Nota — Notar-se-á aqui o facto seguinte: o integral convergente 
nos limites infinitos é definido como se segue: 


Solada= Í o(a) da + 5 p(a) da = 
= lim f q (x) do + lim LA) da Ë) 
M>% — M M>% ç 


com a condição de cada um dos limites do segundo membro existir 
(ver § 7, cap. XI t. I). Ora, escrevemos na igualdade (2): 


| o@)da= lim $ q(0)do. ii 


->00 — M 


Pode suceder, pois, que o limite (**) exista embora os limites do 
segundo membro da igualdade (*) não existam. A expressão do segundo 
membro da igualdade (**) chama-se valor principal do integral. Assim, 
consideremos na igualdade (2) o valor principal do integral impróprio 
(exterior). É neste sentido que se deve compreender os integrais que 
encontramos neste parágrafo. 


Multipliquemos os membros da igualdade (2) por = e acres- 


centemo-los às partes correspondentes da igualdade (1); obtém-se, então: 


| | | f (t) (cos æ (t — x) + i sên a (t — x) dt | da 


== 60 a 
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r—W—W—wDwDw>w—>———————————>—>————————————————— 


ou 


oo 


Pee e | || ea] da. (3) 


É precisamente a forma complexa do integral de Fourier. Pode-se 
pô-la sob a forma: 


faz TA j E fi f(t)e eetas) é aS d 


Esta última igualdade permite-nos escrever: 


F* (a) = — | fit) el dt, (4) 


Hg) = 2S | Fº (a) e“ da. (5) 
JT 


A função F* (a) definida pela fórmula (4) chama-se transformada 
de Fourier da função f(t). A função f(x) definida pela fórmula (5) 
chama-se transformada inversa de Fourier para a função F* (æ) (as 
transformadas diferem pelo sinal de i). 


Exercícios 
1 Desenvolver em série de Fourier no intervalo (— q, 7) a função) 


f(x)=2u Para 0 <r<a, 
(= para —a <<). 


os 3x , cos 5x 
Rép. tnt (Sar 2 o + +.) + 


x 12 PR 32 52 
senz sen2z , sendr ) 
+3 (SS = 3 =, + 3 T 
3. Utilizar o desenvolvimento em seno da função f (x)= 1 no intervalo (0, 7) 
para calcular a soma da série 1-3 457 + ... Resp. Z. 
2. Utilizar o aaa em série de Fourier da função f(x) =x? para 


calcular a soma da série 1. À È zi; + ... Resp. E ; 


- Di ge A 
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4. Desenvolver em série de Fourier no intervalo (— m, m) a função 


m2 42 cos 27t | cos3z cos 4z 
Oda a Resp. COS aa I Re 


5. Desenvolver em série de Fourier no intervalo (— q, 7) a função 


E 


f (c1) =— para —i<1<0, 


1a =4 (1-2) para 0KT< a. 
1 rss 
Resp. sen [5 sen 2r + sen3z-... 


6. Desenvolver em série de Fourier no intervalo (— q, m) a função 


f(m)=—z para —u<2<0 
f (£)=0 para 0< 2<. 


x 2 É cos (2n + 1) sen nx 
Resp. -7—2 S -5 On 


m=:0 
7. Desenvolver em série de Fourier no intervalo (— q, m) a função 
f(z)=1 para —x<L2<0 
f(g)=—2 para 0< TKT. 
6 sen (2n + 1) x 
2 T 2n+1 
n=0 


8. Desenvolver a função f(x)=x? no intervalo (0, 7) em série de senos. 


Resp. — Es UR a Fada ora) sen nz. 


n=1 
9. Desenvolver a função y =cos2x no intervalo (0, 7) em série de senos. 
4 3sen 3z |, 5 sensz 
Resp. AIET b + 92-32 55 as Toa ES 92-52 +.. di, 


10. id a função y =senx no intervalo (0, 7) em série de cossenos. 
ER 2r cos = 
Resp. =[5+ 3 Z3 + 1 a Tirei dk 


11. io em série de EA a função y=e* no intervalo (— l, D. 
nnr 


o (—1)” cos 
Resp. e —e) Ni 


n=i 


l 


“Bpr 


(—1)"1 sen DT 


son (ele!) 3 ERR 
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12. 


13. 


14, 


Desenvolver a função f(x) =2x no intervalo (0, 1) em série de senos. 


oo 


2 cos 2nxx 
Resps (=== pad 
E JL = n 
n=1 


Desenvolver a função f(x)=x no intervalo (0, 1) em série de senos. 


nnz 
a sen 


2l l 
Resp. F D (—=1)n+ ; 
n=1 
Desenvolver a função 
ra={ cyparas 0 ee A 
2— x para 122 
no intervalo (0, 2): a) em série de senos; b) em série de cossenos. 


x sen 2+1) na 
Resp. a) Peor ORG E 2 E 
n2 (2n+1)2 ’ 
Nes ger. 3 cos (2n + 1) nz 
2 m (n+) 


Capítulo XVIII 


EQUAÇÕES DA FÍSICA MATEMATICA 


§ 1. Principais tipos de equações da física matemática 


Chamam-se equações principais da física matemática (no caso 
duma função de duas variáveis independentes) às equações diferenciais 
seguintes às derivadas parciais da segunda ordem. 


I — Equação da onda: 
2 A) 
ou Res a gu (1) 


ot ox? 


Somos levados a considerar esta equação quando do estudo dos 
processos das vibrações transversais duma corda, das vibrações longi- 
tudinais dum tronco, das oscilações da corrente eléctrica num fio, das 
vibrações de torção da árvore, das oscilações dos gases, etc. Esta 
equação é a mais simples do tipo hiperbólico. 


II — Equação do calor ou equação de Fourier: 


ĝ ou 
L Te À (2) 


Somos levados ao estudo desta equação quando em presença de 
problemas apresentados pelos processos de difusão do calor, da filtração 
de líquidos ou de gases num meio poroso (por exemplo, a filtração 
do petróleo e dos gases nos grés sob cobertura), de certos problemas 
da teoria das probabilidades, etc. É a equação mais simples do tipo 
parabólico. 


HI — Equação de Laplace: 


E (3) 


Somos levados ao estudo desta equação uma vez postos em 
presença de problemas apresentados pelos campos eléctricos e magné- 
ticos, o estado estacionário de calor, a hidrodinâmica, a difusão, etc. 
É a equação mais simples do tipo elíptico. 
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Nas equações (1), (2) e (3) a função procurada u depende de duas 
variáveis. Pode-se igualmente estudar as equações correspondentes ao 
caso em que a função procurada comporta um maior número de 
variáveis. Por exemplo, a equação das. ondas no caso de três variáveis 
independentes é da forma: 


ou | Pu ou 3 
c y 7 ker IE 4l 

ði? ox dy ôy? fo 
a equação do calor no caso de três variáveis independentes é da 
forma: 

ou dl ou Pu ) $ 

E yu (2) 

ôt ox Er ôy? 


a equação de Laplace a três variáveis independentes é da forma: 


E PS ea (3º) 


$ 2. Estabelecimento da equação para cordas vibrantes. 
Formulação do problema aos limites. Estabelecimento da 
equação para oscilações eléctricas nos fios 


Em física matemática entende-se por corda um fio flexível e 
elástico. As tensões que aparecem na corda num momento arbitrário 
do tempo são dirigidas segundo a tangente ao seu perfil. 

Seja 1 o comprimento da corda que no instante inicial é dirigido 
segundo o segmento do eixo Ox de O a l. Suponhamos que as extre- 
midades da corda estão fixadas nos pontos x = 0 e x = l. Se se desvia 
a corda da sua posição inicial depois solta-se-lla ou se, sem desviar 
a corda, se imprime aos seus pontos uma certa velocidade ou melhor 
se se afasta a corda imprimindo ao mesmo tempo uma certa velocidade 
aos seus pontos, os pontos da corda serão, então, animados dum certo 
movimento e dir-seá que a corda vibra. O problema consiste em 
determinar a forma da corda para todo o instante arbitrário do tempo 
e em determinar a lei do movimento de cada um dos pontos da corda 
em função do tempo. 

Apenas consideraremos os pequenos desvios dos pontos da corda 
da sua posição inicial. Pode-se, portanto, admitir que o movimento 
dos pontos da corda se efectua perpendicularmente ao eixo Ox e 
num mesmo plano. Nesta hipótese o movimento ondulatório da corda 
é descrito por uma única função u(x, t) que dá a deslocação do 
ponto da corda de abcissa x no instante t (fig. 371). 
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Como apenas consideraremos os pequenos desvios da corda. no 


Pa 


plano (x, u) podemos supòr que o comprimento do elemento M,M, 
da corda é igual à sua projecção sobre o eixo Ox, isto é (*) que 


MM, = x, — zı. Suporemos do mesmo modo que a tensão é idêntica 
para todos os pontos da corda; designemo-la por T. 

Consideremos o elemento MM” da corda (fig. 372). Nas extre- 
midades deste elemento actuam as forças T segundo a tangente à 


Xo X+AX lx 


Fig. 374 Fig. 372 


corda. Suponhamos que as tangentes formam com o eixo Ox os 
ângulos q e ọ + Aq. A projecção sobre o eixo Ou das forças que 
actuam sobre o elemento MM” será igual a T sen (p + Aqp)— T sen ọ. 
Como o ângulo ọ é pequeno, pode-se pôr tg q = sen p,e teremos: 


T sen (ọ + Aq) — T sen q = 


ðu (x + Ax, t) e du (sx, t) | 
dx dx 


a Tre(o+Ag)—Tigg="| 


co pfulrhodo da, pulo Da, oco 
ox? ox” i 
(aplicámos aqui o teorema de Lagrange à expressão entre parêntesis). 
Para obter a equação do movimento, é preciso igualar à força 
de inércia as forças exteriores aplicadas ao elemento. Seja p a densidade 
linear da corda. A massa do elemento da corda será pAx. A aceleração 


do elemento é Sm ; 


(*) Esta hipótese equivale a desprezar a grandeza u/2 em relação a 1. 


Com efeito, 
x2 as 1 X2 
R ! 
MM = | METE da = (145 ug. ) da as | de=19— 14. 
21 1 RP 
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Por conseguinte, teremos em virtude do princípio. de d'Alembert: 


ou e, ou 


Edi: 
£ 


px 


Simplificando por Ax e fazendo = a? obtemos a equação do 


movimento 


RR (1) 


Obtivemos a equação dita equação de onda que é a equação das 
vibrações da corda. Para determinar completamente o movimento da 
corda não basta só a equação (1). A função procurada u(x, t) deve 
ainda satisfazer às condições dos limites, indicando o que se produz 
nas extremidades da corda (x=0 e x=1) e às condições iniciais, 
descrevendo o estado da corda no instante inicial (t = 0). Por con- 
dições iniciais entende-se do mesmo modo o conjunto das condições 
dos limites e das condições no instante inicial. 

Suponhamos, por exemplo, que, como o admitimos, as extremi- 
dades da corda para x=0 e x=1 são imóveis. Então, para todo 
O t devem ser verificadas as igualdades: 


u(O, )=0, (2º) 
ull, )=0. (2) 


Estas igualdades constituem as condições dos limites para o 
nosso problema. 

No momento inicial t = 0 a corda possui a forma que lhe demos. 
Suponhamos que esta forma é definida pela função f(x). Assim 
deve-se ter 


u(x, 0) = u| = = f (2). (3) 


Deve-se, além disso, fixar a velocidade no momento inicial em 
cada ponto da corda, que é determinada pela função ọ (x). Assim 
deve-se ter 

ou A 
ðt |t=o (2) 


As condições (37) e (3”) são as condições iniciais. 


„Nota — Em particular, pode-se ter f(x)==0 e q (x)==0. Se estas 
condições forem verificadas, a corda está em repouso e, por conse- 
guinte, u(x, )=0. ; 
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Como o indicámos' mais acima somos conduzidos à. equação (1) 
pelos problemas apresentados no caso das oscilações eléctricas nos 
condutores. Examinemos este caso. A corrente eléctrica num condutor 
é caracterizada pela grandeza i(x, £) e a tensão v(x, t), que dependem 
da coordenada x do ponto do condutor e do tempo í. Considerando 
um elemento de condutor Ax, podemos escrever que a queda de tensão 


á v 
no elemento Ax é igual a v(x, t)— v (x + Ax, )=— F Ax. Esta 
queda de tensão forma-se da tensão ohmiana (ohmienne) igual a iR Ax 


e da tensão induzida igual a - L Ax. Logo 
A NE N NA (4) 
dx ot 


em que R e L são, respectivamente, a resistência e o coeficiente de 
auto-indução, calculados para uma unidade de comprimento do con- 
dutor. O sinal menos indica que o sentido da corrente é oposto ao 
crescimento de v. Dividindo por Ax, obtemos a. equação 


ðv ði 
SEN R eli == (5) 
PE Ta ER 


A diferença das intensidades da corrente que entra e sai do 
elemento Ax no decorrer do tempo Aí será 


Y 
ie, E E A EOT 
dx 


: dv 
Ela é dispendida pela carga do elemento igual a C ax At e 


a fuga pela superfície lateral do condutor, em consequência da imper- 
feição do isolamento, igual a AvAxAt (A designa aqui o coeficiente 
de fuga). Igualando estas expressões e dividindo por AxAt obtemos a 


equação 
ði 
ox 


o +Av=0. (6) 
Jt 


Costuma-se chamar às equações (5) e (6) equações do telégrafo. 
Pode-se obter do sistema de equações (5) e (6) uma equação 
contendo apenas a função desconhecida i(x, t) e uma equação que 
contenha apenas a função desconhecida v (x, t). Derivemos os termos 
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da equação (6) em relação a x e os termos da equação (5) em relação 
a t e multipliquemo-las por C. Subtraindo uma da outra obtemos: 


oi ôv oi 
yee CREE 
02% A dx ôx 


2. 
A 
7 


Substituindo nesta última equação ~ pela sua expressão tirada 
x 


da equação (5), obtemos: 


ou 
i oi 
ox ot 


+ICRAAL) = +ARi. (D 
Duma maneira análoga, obtém-se uma equação determinante 
v(x, £): 


Pv v ðv 
=CL CR + AL) — + ARv. 8 
ZÉ É +(CR+ AL) PF i (8) 


Se se puder desprezar a fuga de corrente pelo isolamento (4 = 0) 
e a resistência (R = 0) as equações (7) e (8) reduzem-se a equações 
de onda: 


a Oi i ov 8v 
g RE TOS g 2 g 
dx ot dx” ot 
A 1 E SASE APO od E 
em que se designou a? = CL As condições iniciais e os limites são 


formulados para o problema tendo em conta as condições físicas. 


§ 3. Resolução da equação das cordas vibrantes pelo método 
de separação das variáveis (método de Fourier) 


O método de separação das variáveis (ou método de Fourier) 
que vamos considerar é típico para a resolução de numerosos problemas 
de física matemática. Seja determinar a solução da equação 


Pu » OU 
— = q : (1) 
o? oz? 


i 
q 


t 
i 
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satisfazendo às condições iniciais: 


u(O, t)=0, (2) 
u(l, t)=0, (3) 
u(x, 0) =f (2), (4) 
ou 
EE eg (a). (5) 


Procuraremos uma solução particular (não idênticamente nula) 
da equação (1) que satisfaz às condições dos limites (2) e (3) sob a 
forma de produto de duas funções X (x) e T (£) de que a primeira 
apenas depende de x e a segunda de t: 


u(x, t) = X (x) T (t). (6) 


Efectuando esta substituição na equação (1) obtemos: X (x) T” (t) = 
=aX"(x)T(t) e dividindo os termos da igualdade por aœ XT 
TELE (7) 
ad PERO 
O primeiro membro desta igualdade contém uma função que 
não depende de x, e o segundo uma função que não depende de t. 
A igualdade (7) não pode ter lugar a não ser no caso em que o 
o primeiro e o segundo membros não dependam nem de x nem de £, 
por outras palavras, sejam iguais a um número constante. Designemo-lo 
por — À em que à >0 (consideraremos mais adiante o caso À < 0). 
Então, 


Obtemos destas igualdades duas equações: 


X” -AX=0, (8) 

T+ 2Mt=0. (9) 

As soluções gerais destas equações são (ver, cap. XIII, 8 21, t. D): 
NA cos Vaz + B sen VAz, (10) 
T(=Ccosa Vat + Dsena VAt, (11) 


| em que A, B, C, D são constantes arbitrárias. 


kil 
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Substituindo as expressões de X (x) e T(t) na igualdade (6), 
obtemos: 
u (x, t) = (A cos VA x + B sen VA z) (C cosa VAt + D sena VA 3). 
Escolhamos agora as constantes 4 e B de maneira que sejam 
verificadas as condições (2) e (3). Como T (t)xÆ0 (no caso contrário 
teríamos u (x, t) = 0, o que contradiz a nossa hipótese), a função X (x) 
deve verificar as condições (2) e (3), isto é, que se deve ter X (0) = 0, 
X (l= 0). Substituindo os valores x=0 e:x=1 na igualdade (10), 
obtemos, em virtude de (2) e (3): 


0=4.1+B.-0, 
0=A cos VAL- B sen VAL. 
A primeira equação dá-nos A =0 e resulta da segunda: 
B sen VAL=—0. 


B -0, porque no caso contrário teríamos X==0 e u= 0, o que 
contradiz a hipótese. Por conseguinte, deve-se ter 


sen Vales 0 
donde 
Vi== (nd, 2 65 (12) 


(não tomamos o valor n = 0, porque neste caso teríamos X = 0 e u = 0). 
Obtemos assim: 


X= psen z, (13) 


Os valores obtidos de à chamam-se valores próprios para o 
problema dos limites dado. As funções X (x) correspondentes chamam-se 
|, funções próprias. 


Nota — Se tivessemos tomado em vez de — À a expressão + À = k2, 
a equação (8) seria da forma 


X—-PX=0. 
A solução geral desta equação é: 
X=4* + Be", 


A solução além de zero no caso duma equação desta forma 
não pode verificar as condições dos limites (2) e (3). 
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Conhecendo VA podemos, utilizando a igualdade (11), escrever: 


1 (0) =C cost + D sen SS! PEN RA (14) 


Para cada valor de n, e, por conseguinte, por cada A, substi- 
tuindo as expressões (13) e (14) na igualdade (6), obtemos a solução 
da equação (l) que verifica as condições dos limites (2) e (3). 
Designemos esta solução por u, (x, t): 


«AJ ; ann anm E 

ualeat ==" sen z 2 (c | COS EG t+ D E ) e (15) 

Para cada valor de n podemos escolher as constantes C e D e 

eis porque escrevemos C, e D, (a constante B está inclusa em C, e D,). 


Como a equação (1) é linear e homogénea, a coma das soluções é 
também uma solução e eis porque a função representada pela série 


ou 


UML bi bj a Cos Ta t+D, sen TT ) sen a di (16) 


n=1 

é também uma solução da equação diferencial (1) que verifica as 
condições dos limites (2) e (3). É evidente que a série (16) não será 
a solução da equação (1) a não ser no caso em que os coeficientes C, 
e D, sejam tais que esta série convirja e que convirjam as séries 
obtidas depois da derivação termo a termo em relação a x e a t. 

A solução (16) deve ainda satisfazer às condições iniciais (4) 
e (5). Obtê-la-emos por uma escolha adequada das constantes (', e D,. 
Fazendo na igualdade (16) += 0, obtemos (comp. a condição (4): 


oo 


RI ~ 
qx) = DA C sên — 4. (17) 
AO iodo 

Se a função f(x) é tal que se pode desenvolvê-la em série de 
Fourier (ver § 1, cap. XVII) no intervalo (0, I) a condição (17) será 
verificada se se fizer 


e 

|l 
E | © 
Cem, a 


j (x) sen Tade, (18) 


25 
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Depois, derivando os termos da igualdade (18) em relação a 1 
e fazendo t= 0, obtemos em virtude da condição (5) a igualdade 


Determinemos os coeficientes de Fourier desta série: 


l 
Da E = È osen Tede 
L L j 
0 
ou 


D, == | o) sen "Ear (19) 
0 


Demonstramos, assim, que a série (16) cujos coeficientes C, e D, 
são determinados pelas fórmulas (18) e (19) representa, se ela for 
duplamente derivável termo a termo, a função u (x, t) que é a solução 
da equação (1) e verifica as condições iniciais e os limites (2)-(5). 


Nota — Resolvendo o problema considerado para a equação da 
onda por um outro método pode-se demonstrar que a série (16) é 
igualmente a solução no caso em que não for derivável termo a termo. 
A função f(x) deve, então, ser duas vezes derivável e p (x) uma vez 
derivável. 


$ 4. Equação da propagação do calor numa barra. 
Enunciado do problema aos limites 


Consideremos uma barra homogénea de comprimento l. Supore- 
mos que as perdas são eliminadas por isolamento térmico da superfície 


PCR RT EA 
0 X X l 
Fig. 373 


lateral da barra e que em cada ponto da sua secção transversal a 
temperatura é idêntica. Estudemos o processo da propagação do calor 
na barra. 

Disponhamos o eixo Ox de maneira que uma das extremidades 
da barra coincida com o ponto x=0 e o outro com o ponto x=1 
(fig. 373). 
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Seja u(x, t) a temperatura na secção da barra de abcissa x. no 
instante t. Estabeleceu-se, experimentalmente, que a velocidade de pro- 
pagação do calor, isto é, a quantidade de calor que penetra pela 
secção de abcissa x no decorrer dum intervalo de tempo unitário, é 
determinada pela fórmula 


q=- ks, (1) 


em que S designa a superfície da secção da barra considerada, k o 
coeficiente de condução térmica (*). a 

Consideremos o elemento da barra, compreendido entre as secções 
de abcissas x, e xs (xz — xı = Ax). A quantidade de calor que passa 
pela secção de abcissa x, no decorrer do tempo At será 


ôu 
AQ, = — k J d S At, (2) 
de igual modo para a secção de abcissa xz: 
ou 
AQ, = — k PA niyi S At. (3) 


A quota de calor AQ, — AQ, no elemento da barra no decurso 
de tempo At será igual a 


ou ou pr 
AQ, — AQ: = E- s] z |- kaz sa] N 
E 2 
xk a AzS At (4) 
âx 
wit . Ou ôu 
aplicamos o teorema de Lagrange à diferençá — ann > 
X | x=x1 ôx x=x9 


Esta quota de calor no decurso de tempo At é consumida com a 
elevação da temperatura do elemento da barra duma grandeza Au: 


AQ, — AQ, = cpAxS Au 


(*) A velocidade de propagação do calor, ou a velocidade do fluxo de 
calor, é determinada por: 
AQ 


g=lim o A 


em que AQ designa a quantidade de calor que passa pela secção S no decurso 
do tempo At. 
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At, (9) 


em que c designa a capacidade calorífica da substância da barra, 
e a densidade da substância da barra (pax S é a massa do elemento 
da barra). 
Igualando as expressões (4) e (5) da mesma quantidade de calor 
AQ, — AQ,, obtemos: 
k g Ars At=co Ars e At 
OTH ot 


ou 


OUN R k Ju 


dt co dx 


Designando E = q?, obtemos, finalmente: 
— = l`- Ta (6) 


É a equação da propagação do calor (equação do calor) numa 
barra homogénea. 

Para que a solução da equação (6) seja inteiramente determinada, 
a função u(x, t) deve verificar as condições iniciais, correspondentes 
às condições físicas do problema. As condições iniciais para a solução 
da equação (6) podem ser diversas. As condições correspondentes ao 
primeiro problema dos limites para 0 <t < T são as seguintes: 


POA ESEA (7) 
u(O, )= (0), (8) 
ui, =p (?). (9) 


Do ponto de vista físico a condição (7) (condição inicial) cor- 
responde a como se para t=0 a temperatura nas diferentes secções 
da barra fosse dada igual a p (x). As condições (8) e (9) (condições 
dos limites) correspondem a como se as extremidades da barra para 
x=0 e x=1 mantivessem uma temperatura igual, respectivamente, 
a pı (f) e yo (1). 

Demonstra-se que a equação (6) tem uma solução única no 
domínio 0 <x <l, 0-<t<T que verifica as condições (7), (8) e (9). 


EE 
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§ 5. Propagação do calor no espaço 


Consideremos o processo de propagação do calor no espaço a três 
dimensões. Seja u(x, y, z, t) a temperatura no ponto de coordenadas 
(x, y, z) no instante t. Estabeleceu-se, empiricamente, que a velocidade 
de passagem do calor pela superfície As, isto é, a quantidade de calor 
fornecida durante a unidade de tempo, é determinada pela fórmula 
(análoga à fórmula (1) do parágrafo anterior) 


ou 
= =- k — Às (1) 
ag e. 
en. que k designa o coeficiente de condução térmica do meio consi- 
derado que supomos homogéneo e isotrópico, n o sector unitário orien- 
tado segundo a normal à superfície As no sentido de propagação do 
calor. Em virtude do § 14, cap. VIII, tomo I, podemos escrever 


ou du ou A du 
— = — cosa + — cos — COS y, 
OR ad “Oy E dz ? 


em que cosa, cos 8, cos y são os cossenos directores do vector n. ou 


du 
— = n gradu. 
ôn = 
o 
Usando a expressão = na fórmula (1), obtemos: 
AQ = — kn grad u As. 


A quantidade de calor que passa no decurso do tempo At pela 
superfície As, será igual a 


AQ At = — kn grad u AtAs. 


Voltemos ao problema que apresentamos no começo deste pará- 
grafo. No meio considerado isolemos um pequeno volume V limitado 
pela superfície S. 

A quantidade de calor que se propaga pela superfície S será 


Q = — At | | kn grad u ds, (2) 
S 


em que n é o vector unitário orientado segundo a normal exterior à 
superfície S. 

É evidente que a fórmula (2) dá a quantidade de calor que 
penetra no volume V (oŭ que deixa o volume V) no decurso do 
tempo At. A quantidade de calor que penetra no volume V conduz 
ao aquecimento da substância desse volume. 
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Consideremos um volume elementar Av. Suponhamos que no 
decurso de lapso de tempo At a sua temperatura é elevada de Au. 
É evidente que a quantidade de calor consumida para elevar a 
temperatura do elemento Av será igual a 


c Avo Au = cvo Am At, 
ot 


em que c é a capacidade calorífica da matéria é p a densidade. 
A quantidade global de calor consumido no aquecimento no volume V 
no decurso do tempo At será 


At | |] cp eu dv. 
e ôt 
v 


Mas é a quantidade de calor que ao penetrar no volume V no 
decurso do tempo At, é determinada pela fórmula (2). Temos, assim, 


a igualdade 
a: |] im graduds= at | | | cp- ap 
[5 
S y 


Dividindo por At, obtemos: 


| [en srauas= [È [co Las (3) 
t 
S vV 


O integral de superfície, que forma o primeiro membro desta 
equação, pode ser transformado segundo a fórmula de Ostrogradsky 
(ver 8 8, cap. XV) fazendo F = k grad u: 

S (k grad u) n ds = f $ | div (k grad u) dv. 
14 


Substituindo o integral duplo do primeiro membro da igualdade (3) 
por um integral triplo, obtemos: 


[|| aiv gran do [f eoa 
J J ði 


f [aiv (k grad u)— cp 2| dv = 0. (4) 


vV 


ou 
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Aplicando o teorema da média ao integral triplo do primeiro 
membro (ver § 12, cap. XIV), obtemos: 


[ai (k grad u) — marca = 0. (5) 


ot =, YU 2=24 


em que P(x, y, z) é um ponto do volume V. 

Como podemos considerar um volume arbitrário V no espaço 
a três dimensões, em que se efectua a propagação do calor e como 
supomos que a função sob o sinal de integração na igualdade (4) é 
contínua, a igualdade (5) será verificada em cada ponto do espaço. 
Assim 


ou i 
— = div (k grad u). (6) 
E (kg 


ou ou . ou 
=kķk— i — — fe 
k grad u ER AT 
(ver § 14, cap. VIII, t. I) e 
Poad o ou ô du), O „u 
div (/e grad u) SE (x ORREN 2) a A 


(ver § 9, cap. XV). Substituindo na equação (6) teremos: 


e aa e E i 
ot OLN OLX ôy \ ôy dz Oz 


Se k é uma constante, então, 


du , Ou u) 


div (k grad u) = k div (grad u) = k (E + T ai E 


e a equação (6) dá neste caso 


ðu óu | Ou 2e 
du = du du 
sa ot ; ox? Ei ôy? E 2? 
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Sob uma forma resumida a equação (8) escreve-se: 


ðu y 
—— TEAN) 


ot 


Ei AS 5 

em que Au = É e de me | E É é o operador de Laplace. 4 equa- 
dg? oy? õz? 

ção (8) é a equação da propagação do calor no espaço a três dimensões. 

Para obter a sua solução única que satisfaz ao problema apresentado 

é preciso dar-se as condições iniciais. 

Suponhamos que temos um corpo Q cuja superfície é ø. Con- 
sidere-se neste corpo o processo de propagação do calor. No momento 
inicial a temperatura do corpo é dada. Isso corresponde a como se 
conhecessem os valores iniciais para t=0, por outras palavras às 
condiões iniciais: 


Hs) AZ) dO) = De ey 2) (9) 


Além disso deve-se conhecer a temperatura em qualquer ponto M 
da superfície ø do corpo em qualquer momento t de tempo, as con- 
dições dos limites: 


UM, )D=WYL(M, t) (LO) 


(Outras condições de limites são possíveis). 
Se a função procurada u(x, y, z, t) não dependesse de z, isso 
corresponderia a como se a temperatura não dependesse de z, obte- 


ríamos a equação 
ou 2 p = 
pri le (11 
OR oz dy } 


dita equação da propagação do calor sobre o plano. Se se considerar 
a propagação do calor num domínio plano D de fronteira C, as con- 
dições dos limites do mesmo modo que (9) e (10) são, então, assim 
formuladas: 


u(z, Y, 0) = p(z, y), 
UM, OS PME 


em que q e y são funções dadas, M um ponto da fronteira C. 

Se a função u não depender nem de z nem de y, obtemos a 
SQL FORINT 2 a 
equação n = q? = dita equação da propagação do calor numa barra. 
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§ 6. Resolução do primeiro problema dos limites para 
a equação do calor pelo método das diferenças finitas 


Do mesmo modo que para o caso das equações diferenciais 
ordinárias, por ocasião da resolução das equações das derivadas par- 
ciais pelo método das diferenças finitas as derivadas são substituídas 
pelas diferenças correspondentes (ver fig. 374): 


du (x, t) ulz th, t) — u(x, t) 


de h 


(1) 


Pu x, t) E a u (z +h, t)\— u(x, t) Lu (x, t)— u(x — h, L) 
8 h h h 


ou 


du (x, t) ulz +h, t) — 2u (z, t) + u(x — h, t). 2 
DR o k? S 


duma maneira análoga 
ðu (x, t) culo t +l) —u(zx, t) 


APENN l (3) 


O primeiro problema dos limites para a equação do calor (ver § 4) 
enuncia-se da maneira seguinte. Pede-se para determinar a solução da 
equação 


a ae (4 
ot DES 
que verifica as condições iniciais 
u(x, 0O)=q(4), arx D, (5) 
u(O. = py (t). Ra ea (6) 
ul, = Y(t), Da E aê (7) 


isto é, determinar a solução u (x, t) no rectângulo delimitado pelas rectas 
t=0, x=0, x= L, t=T se se conhecer os valores da função pro- 
curada sobre três dos seus dados: t=0, x=0, x=L (fig. 375). 
Cerquemos este. rectângulo duma grade formada pelas rectas 

z= ih, i=i, 2 T 


tikl, fo: Ev aaa 
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e determinemos os valores aproximados das soluções nos nós desta grade, 
isto é, nos pontos de intersecção destas rectas. Introduzamos as notações: 
u (ih, kl) = ui, n- Escrevamos em vez da equação (4) as equações cor- 


TÌ 


ERSE 


Como 


Coca qn 
K 


ti 


(t+) 


(x-h O (xt) (x+h,t) 


Fig. 374 Fig. 375 


respondentes em diferenças finitas para o ponto (ih, kl). Em confor- 
midade com as fórmulas (3) e (2) obtemos: 


Ui, pt1 — Ui, k alta, k — QU; + Uii, h (8) 
l k 


Definamos Ui, k +1 


e] l 
Ui, k+1 = (1 = ZL Ju Ui, n +a? ga Uie k F Uia, k). (9) 


Resulta da fórmula (9) que se se conhecer os três valores na série 
de ordem k: Ui, py Ui+1, k Vi-i, k, pode-se determinar o valor u;, n+1 
na série de ordem (k + 1). Conhecemos todos os valores sobre a 
recta ź = 0 (ver fórmula (5)). Segundo a fórmula (9) determinamos 
os valores sobre todos os pontos interiores do segmento ź= l. Os 
valores nas extremidades deste segmento são-nos conhecidos em virtude 
das fórmulas (6) e (7) Assim, determinamos `fila por fila, os valores 
da solução procurada para todos os nós da grade. 

Está demonstrado que se pode obter, segundo a fórmula (9), um 
valor aproximado da solução não para um valor arbitrário do quo- 

2 
ciente dos passos h e l, mas, sòmente no caso em que Laos A fór- 
mula (9) simplifica-se particularmente se o passo | segundo o eixo t 
for escolhido de maneira que 
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ou 


Neste caso a equação (9) toma a forma: 
1 
Ui, k+1 = y Uit, h F Uii k) é (10) 


Esta fórmula é particularmente cómoda para os cálculos (fig. 376). 
Determina-se, pelo método indicado; a solução entre os nós da grade. 
O valor da solução entre os nós da grade pode: 
ser obtido, por exemplo, por extrapolação, tra- 
çando um plano para todos os três pontos do 
espaço (x, t, u). Designemos por up (x, t) a solução 
assim obtida com o auxílio da fórmula (10) 
depois da extrapolação. 

Demonstra-se que 


(=) (i+t,k) 


i Fig. 376 
Ro E AT) =u (2t) E 


em que u (x, é é a solução do nosso problema. Está, finalmente, demons- 
trado (*) que 


lun (x, t)—u (z, )|<MP, 


em que M é uma constante independente de A. 


§ 7. Propagação do calor numa barra infinita 


Suponhamos que no instante inicial é fixada a temperatura 
de diversas secções duma barra infinita. Pede-se para determinar a 
distribuição da temperatura da barra nos instantes seguintes. (E-se 
conduzido ao problema da propagação do calor numa barra infinita 
no caso do estudo dos problemas físicos, sendo o comprimento da 
barra tão grande que a temperatura dos seus pontos interiores nos 
momentos considerados apenas depende de muito pouco das condições 
nas extremidades da barra) 

Se a barra coincide com o eixo Ox, o problema matemático 
enuncia-se da maneira seguinte. Determinar a solução da equação 


2. 
== (pcs (1) 


(*) Um enunciado mais detalhado da questão é dado na obra de L. Collatz 
«Numerische Behandlung von Differentiagleichungen». Bri. Springer. 1951. 
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no domínio — wo <x< o, t>0, verificando a condição inicial 
e) =) (e) 


Apligquemos, para determinar a solução, o método de separação 
das variáveis (ver § 3), isto é, vamos procurar uma solução particular 
da equação (1) sob a forma de produto de duas funções: 


Ts 


RREA A) VE) C 
Substituindo na equação (1) teremos: 
X (x) T' (t) = eX” T(t) 


ou P 3 
/ X 3 


e Sigo y (1) 


Cada um destes quocientes não pode depender nem de x, nem de t 
e eis porque os igualamos a uma constante (*) — A2. Obtemos de (4) 
duas equações: 


T HERT =l, (5) 
X” XX = 0. (6) 
E, resolvendo-as, obtemos: 
T= 0t, 
X = A cos àr + B sen àr 
Substituindo em (3), obtemos: 


m (e. =e gs [A (A) cos Àz -- B (À) sen 2.2] (T) 


(a constante C está inclusa em A (à) e B (A). 

Para cada valor de À obtemos uma solução da forma (7). As 
constantes arbitrárias Æ e B têm para cada valor de à valores definidos. 
Razão porque se pode considerar que 4 e B são funções de A. 
O somatório das soluções da forma (7) é também uma solução em 
consequência da linearidade da equação (1)): 


Set A (A) cos Az + B (A) sen Ar] 
2 


(*) Como, segundo o sentido do problema T (t) deve ser limitado qualquer 


. . . A . . 
que seja t, se q (x) for limitado, = deve ser negativo. Eis porque escrevemos — A2, 
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Integrando a expressão (7) em relação ao parâmetro à nos limites 
de O a o obtemos igualmente uma solução 


qu (Gr == f Pd [4 (A) cos Az + B (À) sen Az) dA, (8) 


o 


se A (À) e B (à) forem tais que este integral, a sua derivada em relação 
a t e a sua derivada segunda em relação a x existam e se obtenham 
derivando o integral em ordem a t e a x. Escolhamos 4 (A) e B (à) 
de modo que a solução u(x, t) satisfaça à condição (2). Pondo na 
igualdade (8) t=0, obtemos em virtude da condição (2): 


LAN (LE ARO ) =P GU) rm \ [A (À) coshz + B (A) sen Az] dà. (9) 
o 


Suponhamos que a função q (x) é tal que pode ser representada 
por um integral de Fourier (ver § 12, cap. XVII: 


q (2) cos A (x =r) da) dì. 


| 
i 
e 
ERES 
e e , 


ou 


x 


q(g)= a q (o) cos àa da | costa + 
al 


D ` 


SE 


+ (| q (x) sen Lx de) sen h| dh. (10) 


Ex 


Comparando os segundos membros de (9) e (10), obtemos: 


x 


A (NM) = z | q (x) cos àa da, 


Cn CO e cao O ao? 
— 
ma 


| q (œ) sen àz da. 
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* Substituindo os valores encontrados de A (A) e B (àA) na fórmula (8), 
obtemos: 


ut) = = | E [( | q (a) cos Au da) cos Ax + 


(9 
+oo 


+ (f p (a) sen Aa da) sen 1a dA = 


e | | q (œ) (cos Aa. cos Ax-+ sen àa sèn Az) da | dì = 


TR ( | q (a) cos À (a — x) da) dA 
ou invertendo a ordem de integração, temos, finalmente: 


Ro RA DE - | o(a) ( | e~t cos A (a — z) aa)| da. - (42) 


É a solução do problema que havíamos posto. Transformemos 
a fórmula (12) Calculemos o integral que figura entre parêntesis: 


[et cosn(a — o) dì = = | e? cos fa da. (13) 
J aVt $ 


Esta transformação do integral foi efectuada com o auxílio das 
substituições: 


ME Beira E (14) 
aVt 
Introduzamos a notação 
K (B) = $ e” cos Bz da. (45) 
0 


Derivando (*) obtemos: 


oo 


Ko=- (et A 


(*) Demonstra-se facilmente que se pode derivar. 
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Integrando por parte, vem: 


K (B= To sen Bzh — = | e“ cos bz dz 
0 


ou 


K e=- EKG. 


Integrando esta equação `diferencial, obtemos: 
BE 
K(B)=Ce * (16) 
Determinemos a constante C. Resulta de (15): 
KO= feta 
0 


(ver § 5, cap. XIV). Por conseguinte, na igualdade (16) deve-se ter 


Vn 

2 
Assim 

as E 

rpo y (7) 
“Substituamos o valor (17) do integral (15) em (13): 
| cosia -a= E = Le ; 
aVt 2 


0 
Substituindo 8 pela sua expressão (14), obtemos finalmente o 
valor do integral (13): 
oo AS aa)? 


7 1 
— q2h2t Tr A i 
E cos À (œ — x) = z ` (18) 
0 
Substituindo esta expressão do integral na solução (12) teremos, 
finalmente: 


e (u—a)? 
AQ ES RD | pega di, (19) 
2a Vat So 
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Esta fórmula, chamada integral de Poisson, é a solução do pro- 
blema posto sobre a propagação do calor numa barra infinita. 


Nota — Pode-se demonstrar que a função u(x, t) definida pelo 
integral (19) é a solução da equação (1) e satisfaz à condição (2) se 
a função y (x) for limitada no intervalo infinito (— œ, oo). 

Estabeleçamos o sentido físico da fórmula (19). Consideremos a 
função 


0 para — œ < t < To, 
p (z) = 4 p(z) para z< I< T + Az, (20) 
0 para z+ At < t< 00 
Então, a função 


tu — a) 
hat 


ur t)= far iht | po (a) e do, (21) 


Zu Vnt 4 
é a solução da equação (1) adoptando para +=0 o valor ọ*(x). 
Em virtude de (20) pode-se escrever: 


Xo+HAÃx (a—a)? 
a 1 half 
u (%, b) === | qp(a)e EI 
2a Vnt 


Xo 
Aplicando o teorema da média a este último integral, obtemos: 


i= x)? 
E CRA p(E) Ax x 4a?f 


2a Vai 


A fórmula (22) dá o valor da temperatura num ponto da barra 
em cada instante de tempo se para t =0 a temperatura da barra for 
em toda a extensão u* = 0, com excepção do segmento [xo xo + Ax] 
onde é igual a p(x) É precisamente a soma das temperaturas da 
forma (22) que dá a solução (19). Notemos que se p é a densidade 
linear da barra, e a capacidade calorífica da substância, a quantidade 
de calor no elemento [xo xo + Ax] para t=0 será 


Ef DDS ENE RARE (22) 


AQ = ọ (E) Az pc. (23) 
Consideremos em seguida a função 
TE 
WISA N. 4a?t (24) 
2a Vnt 
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Comparando-a ao segundo membro da fórmula (22) e tendo 
em conta (23) diz-se que ela dá a temperatura em qualquer ponto 
da barra num momento arbitrário de tempo +, se para t=0 na 
secção é (caso limite quando Ax — 0) se encontrasse uma fonte instan- 
tânea de calor que dispensasse uma quantidade de calor Q = cp. 


§ 8. Problemas-que conduzem ao estudo das soluções das 
equações de Laplace. Enunciado dos problemas de limites 


Neste parágrafo consideraremos certos problemas que conduzem 
à resolução da equação de Laplace 


AL qu O N (1) 
Ok a OU e sand 


Como já mencionamos, o primeiro membro da equação (1) 


a2 AQ a? 
ou gu ou 


= Au 


é chamado operador de Laplace. As funções u que verificam a equação 
de Laplace são chamadas funções harmónicas. 


I — Distribuição estacionária da temperatura num corpo homo- 
géneo. Seja um corpo homogéneo Q limitado por uma superfície o. 
Mostramos no § 5 que a temperatura em diversos pontos do corpo 
verifica a equação (8): 


ou four eu 
— == Q ( 5 + E + } . 
ot Ot - OU öz! 


Se o processo for estacionário, isto é, se a temperatura não 

depender do tempo, mas ùnicamente das coordenadas dos pontos do 
~ u . “os 

corpo, então, = — 0 e, por conseguinte, a temperatura verifica a 


equação de Laplace 


u. Su Pu 
ae e e TN, (1) 
ox? E dy” Oz 


Para que a temperatura do corpo seja determinada univocamente 
a partir desta equação é preciso conhecer a temperatura sobre a 
superfície ø. Formula-se, então, da maneira seguinte o problema de 
limites para a equação (1). 

26 
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Determinar uma função u(x, y, z) que verifica a equação (1) 

no interior do volume Q e tomando em cada ponto M da superfície o 
os valores dados: 

u |o = Y (M). (2) 


Este problema é chamado problema de Dirichlet ou primeiro pro- 
blema de limites para a equação (1). 

Se sobre a superfície do corpo a temperatura não for conhecida, 
mas se se conhecer o fluxo de calor em cada ponto da superfície que 


é proporcional a z (ver § 5) ter-se-á sobre a superfície o, em vez 
n 
da condição inicial (2), a condição 


ou * 
— | = M). 3 
|, = PM) (3) 

O problema da procura da solução da equação (1) que verifica 
a condição inicial (3) é chamado problema de. Neumann ou segundo 
problema de limites. 

Se se considerar a distribuição da temperatura sobre o domínio 
plano D, limitado pelo contorno C, a função u dependerá de duas 
variáveis x e y e verificará a equação 
| 
que se chama equação da Laplace para: o plano. As condições iniciais 
(2) ou (3) devem ser verificadas sobre o contorno C. 


II — Fluxo potencial dum líquido ou de um gás. Equação de con- 
tinuidade. Suponhamos que no interior do volume Q, limitado pela 
superfície o (particularmente Q pode ser ilimitado) se produz o escoa- 
mento dum líquido. Seja p a densidade do líquido. Designemos a 
velocidade do líquido por 

V = Vsi + vyj 4 vK, (5) 
em que Vw, Vy, Vz são as projecções do vector v sobre os eixos 
de coordenadas. Isolemos no corpo Q um pequeno volume w, limitado 


pela superfície S. Para cada elemento As da superfície § no decurso 
do tempo At passa uma quantidade de líquido 


AQ = pen As At, 
em que n é o vector unidade orientado segundo a normal exterior 


à superfície S. A quantidade total do líquido Q que penetra no volume w 
(ou que se escoa do volume w) exprime-se pelo integral 


Q = At Í| f pun ds (6) 
S 


0 
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(ver §§ 5 e 6, cap. XV). A quantidade de líquido no volume w 
no instante 1 era 

fff pdo. 

(0) 


No decurso do tempo At a quantidade de líquido variará, em 
consequência da variação da densidade, duma grandeza 


o= f | | apao at fÈ È o (7) 


Supondo que o volume œ não está ligado a fontes, concluímos 
que esta variação é devida a um afluxo de líquido cupa quantidade 
é determinada pela igualdade (6). Igualando os segundos membros das 
igualdades (6) e (7) e simplificando por At, obtemos: 


— ( { penas= ||| ao (8) 
E r 


Transformemos o integral duplo do primeiro membro segundo a 
fórmula de Ostrogradsky (§ 8, cap. XV). A igualdade (8) torna-se, então: 


ai | fair onao= fff de o 
es 


Sendo o volume tomado arbitràriamente e sendo a função sob 
o sinal de integração contínua, temos: 


ou 


ôp ; 
Rio | EE) C 
FA + div (pv) (9) 
ou 
p G E; ð ; 
— + — (vs 7 E 0. 
ê ERA id ) 4 ay C% a E) (99) 


É a equação de continuidade de escoamento dum fluído compressível. 


Nota — Em certos problemas, por exemplo, quando se faz o estudo 
do escoamento do petróleo ou dos gases através dum terreno poroso 
para o poço, pode-se adoptar 


k 
v= — — grad p, 
pE P 
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em que p é a pressão, k o coeficiente de permeabilidade e . 
[OR go Pe 
ôt ôt 

à = const. Substituindo na equação de continuidade (9), teremos: 


a2 — div (k grad p) = 0 


ou 


nte — 2 (pe) p 2 (12) + 2 (12), (10) 
ot OX Nac OT dy \ Oy oz ĝz 
Se k é constante, esta equação toma a forma: 
ôp k (E op 2] $ 
BE E RS rã RP A E 11 
ot A Vox? E je + 02? dt) 


e encontramos a equação do calor. 
Voltemos à equação (9). Se o fluído é incompressível, p = const, 


p 
of 70 e a equação (9) escreve-se: 


div (2) = 0. (12) 


2 


Se o movimento é potencial, isto é, se o vector v é o gradiente 


duma certa função q: 
v = grad q, 
a equação (12) toma a forma: 


div (grad q) = 0 
ou ; 


9º 9º “q 
CAR Ss A EN (13) 


por outras palavras, a função potencial da velocidade ọ deve verificar 
a equação da Laplace. 

Em numerosos problemas, como por exemplo, nos problemas de 
filtração, pode-se adoptar 


v= — ki grad p, 
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em que p é a pressão, k, uma constante; obtemos, então, a equação 
de Laplace para determinar a pressão 


2 2 2. 
OPTE TIRON] 43°) 


As condições iniciais para a equação (13) ou (13) podem ser 
formadas da maneira seguinte: 


1. Dá-se sobre a superfície o os valores da função procurada p 
que é a pressão (condição (2)). É o problema de Dirichlet. 


j Aos : ôp 
2. Dá-se sobre a superfície o os valores da derivada normal A, 
' n 


por outras palavras, o fluxo que atravessa a superfície (condição (3)). 
É o problema de Neumann. 

3. Dá-se sobre uma porção da superfície o os valores da função 
procurada p (a pressão) e sobre uma porção da superfície os valores 
da derivada normal (o fluxo através da superfície). É o problema de 
Dirichlet-Neumann. 

Se o movimento é PR, isto é, se a função p (ou p) 
não depender de z, obtém-se a equação de Laplace no domínio a 
duas dimensões D de fronteira C: 


— =l. (14) 


As condições iniciais do tipo (2), problema de Dirichet, ou do 
tipo (3), problema de Neumann, são dadas sobre o contorno C. 


NI — Potencial duma corrente eléctrica estacionária. Suponhamos 
que num meio homogéneo que preenche um certo volume V passa 
uma corrente eléctrica cuja densidade em cada ponto é dada pelo 
vector J (x, y, z) = Jxi + Jj + J-k. Suponhamos que a densidade 
da corrente não depende do tempo t. Suponhamos, ainda, que o 
volume V considerado não contém fonte de corrente. Por conseguinte, 
o fluxo do vector J através da superfície fechada S situada no 
interior do volume V é igual a zero: 


{f JTnds=0, 
S 


em que n é o vector unidade dirigido, segundo a normal exterior, 


à superfície. 
Com base na fórmula de Ostrogradsky podemos concluir que 


div J =Q. (45) 


406 CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


A lei de Ohm generalizada permite determinar no meio condutor 
considerado, a força eléctrica E: 


E= 


J 
TE (16) 


ou 
J =E, 


em que à é a permeabilidade do meio que consideramos constante. 

Resulta das equações gerais do campo que se o processo for esta- 
cionário, o campo vectorial Æ é irrotacional, isto é, que rot E = 0. 
Então, do mesmo que no caso do estudo do campo das velocidades 
dum líquido, o campo vectorial é um campo potencial (ver $ 9, cap. XV). 
Existe uma função y tal que 


E = grad q. (17) 
Em virtude de (16), obtemos: 
J = A grad q. (18) 


Resulta de (15) e (18): 
à div (grad q) = 0 


ou 
õp p | o 
RCA — —(. 9 
FRA pa (19) 


Obtivemos a equação de Laplace. Resolvendo esta equação para 
as condições iniciais correspondentes, obtemos a função p e, segundo 
as fórmulas (18) e (17), obtemos a corrente J e a força eléctrica E. 


§ 9. Equação de Laplace em coordenadas cilíndricas. 

Resolução do problema de Dirichlet para um arco com 

valores constantes da função procurada sobre os 
círculos interior e exterior 


Seja u(x, y, z) uma função harmónica de três variáveis. Então, 
por definição, 


Fu du. Pu 
++). (1) 
Ox "Oy “Oz 
Introduzamos as coordenadas cilíndricas (r, q, z): 
r=reosp, y=r sng, z=2 
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donde, 
Pe E, q=arctg À, =. (2) 


Substituindo as variáveis independentes x, y, z por r, py ez 
obtemos uma função u*: 
*. 
u(x, Y, =u (r, q, 2). 


Encontremos a equação que deve satisfazer u* (r, p, z) como 
função das variáveis, r, ọ e z. Temos: 


ou âu” ôr ĝu” âp 


ox Orós "dp ðr” 


sE du r o Pu ôr dp 


de ðr? Nor or or oreg dx da 
Pu” (= ôu” oq E (3) 
oq? dx dp de” | i 


duma maneira análoga 


8u a or Í ou” @r 9 Pu” or dp 


o; d? Oy or ay ôr ð dy Oy 
32, F 2 * aa 
PR (2+2 E (4) 
og“ À dy dp dy 
alem disso, 
Pu ul E 
RO: = TR $ (5) 
0z 0z 


Encontramos as expressões para 
ôr ôr aire aT dp dp q q 


dx Oy gg ow de `’ Oy PDR oy” 

a partir da igualdade (2). Fazendo a soma dos segundos membros das 
igualdades (3), (4) e (5) e igualando o resultado a zero (visto que a 
soma dos primeiros membros destas igualdades é nulo em virtude de (1)), 
obtemos: 

2 * $ 9 * 9 * 

u 1 du a o à ð à Ag (6) 
r ROD dz 
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É a equação de Laplace em coordenadas cilíndricas. 
Se a função u não depender de z e depender de x e y, a fun- 
ção u* que não depende a não ser de r e ọ verifica a equação 
Pu” 1 ou” 1 ué 


or r or 7? oq? 


=, (7) 


em que r e y são as coordenadas polares para o plano. 

Achemos agora a solução da equação de Laplace no domínio D 
(arco) limitado pelos círculos C,: z? + y? = RÌ e C: z -+ y? = R? 
que tomam os valores limites seguintes: 


u | c1 = i, (8) 
ules == Ús (9) 


em que u, e uz são constantes. 

Resolveremos o problema em coordenadas polares. É evidente que 
é lógico procurar uma solução que não dependa de ọ. 

A equação (7) toma, então, a forma: 


Integrando esta equação, obtemos: 

u = C, Log r + Cz. (10) 
Determinemos C, e C, das condições (8) e (9): 

u, = C, Log Rj + Co, 


Us = Ci Log R, + Cs 
Daí tiramos 


Substituindo os valores achados de C, e C, na fórmula (10), 
obtemos, finalmente: 
g 
Eos 


u = u + t u E SN. (11) 


EQUAÇÕES DA FÍSICA MATEMÁTICA 409 


Nota — De facto, resolvemos o problema seguinte: determinar uma 
função u que satisfaça à equação de Laplace no domínio limitado pelas 
superfícies (em coordenadas cilíndricas): 


neeha N z=: z= H; 


e que verificam as condições dos limites seguintes: 


u I=R, = Uj, u FER = Uo, 
ðu 0 ou 0 
— == , ei == U 
oz z= Oz | ,=-H 


(problema de Dirichlet-Neumann). É evidente que a solução procurada 
não depende nem de z, nem de ọ e é dada pela fórmula (11). 


§ 10. Resolução do problema de Dirichlet para o círculo 


Seja no plano Oxy um círculo de raio R, de centro na origem 
das coordenadas e uma função f(y) dada sobre esse círculo (y é o 
ângulo polar). Pede-se para determinar uma função u(r, p) contínua 
no círculo (inclusivé sobre a fronteira), que verifica no interior do 
círculo a equação de Laplace 


Es EM) (1) 
dx dy 

e adoptando sobre a circunferência do círculo os vectores dados 
u =p =Í (9). (2) 


Resolveremos o problema em coordenadas polares. Escrevamos a 
equação (1) nestas coordenadas: 


ou 
2. aa 
u du Ju P 
é á — =). (1º) 


Procuraremos a solução pelo método de separação das variáveis 
fazendo 


u= (q) R (r). (3) 
Substituindo na equação (1) ,obtemos: 
rO (Ẹ) R MN +rO (p) RA HD (P) R= 
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ou 


DT (q) PR” (rR k (4) 


D (q) R 


Como o primeiro membro desta equação não depende de r, 
e o segundo membro de y, eles são, por conseguinte, iguais a um 
número constante que designaremos por — k?. Assim a igualdade (4) 
dá duas equações: 

D” (p) + KPD (j= 0; (5) 
PRM + rR (r) — KR (r= 0. (5°) 

A solução geral da equação (5) será 
D = A cos kp + B sen hq (6) 


Procuraremos a solução da equação (5) sob a forma R (r) = r”. 
Substituindo R (r) =r” em (5, obtemos: 


o asi) 5 
rm (m = 1) pe A + rmr” dE kr” = 0 
ou 


m e di == 0, 


Podemos escrever duas soluções particulares linearmente indepen- 
dentes r° e r- A solução geral da equação (5) será 


R=Cr* 4 Dr" (7) 
Substituindo as expressões (6) e (7) em (3): 
un = (Ap cos ko + By sen kp) (Cyr* + Dpr”). (8) 


A função (8) será a solução da equação (1”) para todo o valor 
de k, diferente de zero. Se k=0 as equações (5) e (5) escrevem-se 


(ii 0; rR” (r) + R (=), 
e, por conseguinte, 
Uo = (Ao + Boq) (Co + Do Log r) (8) 


A solução deve ser uma função periódica de p, visto que para 
um mesmo valor r para p e y + 2m devemos chegar à mesma solução; 
trata-se, com efeito, dum mesmo ponto do círculo. Eis porque é 
evidente que na fórmula (8”) seja preciso que B, = 0. Procuraremos 
a solução contínua e finita no círculo Por conseguinte no centro 
do círculo para r =0 a solução deve ser finita, e por consequência 
é preciso que na fórmula (8) D, = 0 e na fórmula (8) D, =0 
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Assim, o segundo membro de (8') reduz-se ao produto AC, que 
designaremos por 4/2. Assim 


A n, 


Procuraremos a solução do nosso problema sob a forma de soma 
das soluções do tipo (8), visto que a soma das soluções é uma 
solução. A soma deve ser uma função periódica de q. Se-lo-á também 
se cada termo da soma for uma função periódica de q. Para isso k 
deve tomar valores inteiros. (Notemos que se tivessemos igualado 
os membros da igualdade (4) ao número + k?, não teríamos obtido 
uma solução periódica). Podemos limitar-nos aos valores positivos 


dii== A DS Dario galão 
visto que, as constantes 4, B, C, D sendo arbitrárias, os valores nega- 


tivos de k não dão novas soluções particulares. 
Assim 


u(r, q)= fe n (An cosny + Bn sen no) r” (9) 


n=1 


(a constante C, está inclusa em 4, e B,). Escolhamos, agora, as 
constantes arbitrárias 4, e B, de maneira que sejam verificadas as 
condições iniciais (2). 

Substituindo na igualdade (9) r = R, obtemos em virtude da con- 
dição (2): 


tg= + 2 (An cosny + B, sên no) R” (10) 
E n=1 
Para que tenha lugar a igualdade (10) é preciso que a função 
admita um desenvolvimento em série de Fournier no intervalo (— r, r) 
e que 4,R' e BR” sejam os seus coeficientes de Fourier. Por con- 
seguinte, 4, e B, são determinados, segundo as fórmulas: 


1 ( ] 
A; = nú | F(t) cosnt dt, | 
a i (11) 
1 
B, = — | J (t) sen nt dt. 
TR 


= 4U 
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j Assim, a série (9) com os coeficientes determinados segundo as 
fórmulas (11), será a solução do nosso problema se ela puder ser 
duas vezes derivada termo a termo.em ordem a r e a ọ (mas isso 
não foi demonstrado). Transformemos a fórmula (9). Substituindo 4, 


e B, pelas suas expressões (11) e 
las efectuando c õ 
trigonométricas, obtemos: PREN IRERE 


T 


wtr p) = 1 f(t) dt + Ei 2 r Nn 
2x x f (t) cosn (t — q) dt ES 


T n=1 —q 


T oo 


1 n 
mon fro [1+2 > (2) cosa (t — q) | ar (12) 


Ta E 


Transformemos a expressão que figura entre parêntesis (*): 


oo 


r n z n 
4 + E (z) cosn (t — q) Fall al > (>) [EMR EL e nT] 


n=1 n=1 


q n n 
=1+ (= O) EE (= tio) | is 
= R R 


ga S PP O 


a 
(= (a) 
EMEA PER LAE: UN Rem pe 


1 — 2-5 cos (t — p) + (=) Rº-—2Rrcos(t— o Er (13) 
R 


Ed 
pn Durante a demonstração determinamos a 

di a infinita, cuja razão é um. número comple 

uni : Ó 
pr m a da soma duma progressão geométrica pode ser 
a e de que m os números reais. É necessário, no 

anto ( i eiinição de limite duma funçã Y ; 
variável real. A variável indepêndente é aqui n (ver $ 4 UI j 

3 e t, L . 


soma duma progressão 
xo de módulo inferior 
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Substituindo a expressão que figura entre parêntesis na fórmula (12) 
pela expressão (13), obtemos: 
| Rr 
u(r. q) => | dia 4 dt (14) 
2x R —2rRcos (t — q) + r 


= 


A fórmula (14) chama-se integral de Poisson. Demonstra-se, 
analisando esta fórmula, que se a função f(y) for contínua, a função 
u(r, q) definida pelo integral (14) verifica a equação (1) e quando 
r— R teremos u (r, q) f (ẹ), por outras palavras u (r, q) é a solução 
do problema de Dirichlet que apresentamos para O círculo. 


§ 11. Solução do problema de Dirichlet pelo método 
das diferenças finitas 


Seia um domínio D no plano Oxy limitado pelo contorno C. 
Seja dada sobre ö contorno C uma função contínua f. Pede-se para 
determinar a solução aproximada da equação de Laplace 


9u Su 
9 ST 9 me 0, 1 
OR S OY (1) 


que verifica a condição dos limites 


ule =f (2) 
Tracemos duas famílias de curvas 
xz=ih et y= kh, (3) 


em que A é um número dado, tomando i e k sucessivamente valores 
inteiros. Diremos que o domínio D está recoberto por uma grade 
(quadrícula). Os pontos de intersecção das diferentes rectas serão cha- 
mados nós da grade. 

Designemos o valor aproximado da função procurada no ponto 
x=ih, y= kh. por un isto é, u (ih, kh) = ui, p. Assemelhamos 
o domínio D ao domínio da grade D* constituído pelo conjunto dos 
quadrados contidos inteiramente no domínio D, assim como alguns 
quadrados cortando a fronteira C (pode-se não ter isso em conta). 
Assemelha-se o contorno C ao contorno C* constituído por segmentos 
de recta do tipo (3). Em cada nó situado sobre o contorno C* demos 
o valor f* igual ao valor da função f correspondente ao ponto mais 
próximo do contorno C (fig. 377). 

Não consideramos os valores da função procurada a não ser 
para os nós da grade. Como já indicâmos no § 6, por ocasião da 
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resolução pelo método aproximado, as derivadas são substituídas pelas 
diferenças finitas: 


-2 c 

Fu Uh — Abi a eUi Aeh 
A) ER) 2 i 
Ox“ |x=ih, y=kh h 

n2 

u Ui: nir CURE Un ui 
AS PER Š 
OY” lx=ih, y= hh k? 


A equação diferencial (1) é substituída pela equação das dife- 
renças finitas (depois da simplificação por A?): 


Witi, h — Ui, n F Uii, p H Ui rti — QU, r F Ui, ar = 0 
ou (fig. 378) 
1 R 
ir (uit n Hui nta Uia, e Ui ha): (4) 


Para cada nó da grade situado no interior do domínio D* (e 


não situado sobre a fronteira de C*) componhamos a equação (4). 
y Er KO 


Hi | 
H ! 
Ea Ia | 


[| 

[1 

/ a 
FE 
] N 


Fig. 377 Fig. 378 


Se o ponto (x= ih, y = kh) for vizinho do ponto do contorno C*, 
no segundo membro da igualdade (4) teremos os valores de f*. 
Obtemos, assim, um sistema não homogéneo de N equações a N incó- 
gnitas (N é o número de nós da grelha situados no interior do 
domínio D*). 

Demonstremos que o sistema (4) possui uma solução que é 
única. É o sistema de N equações lineares a N incógnitas. Ele possui 
uma solução única no caso em que o determinante do sistema for 
diferente de zero. O determinante do sistema é diferente de zero se 
o sistema homogéneo apenas tiver uma solução trivial (nula). 
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O sistema será homogéneo se f* = O para os nós da grade situados 
sobre o contorno C*. Demonstraremos que neste caso todos os valores 
Ui, » para todos os nós interiores da grade são nulos. Suponhamos que 
no interior do domínio existe u;, p diferentes de zero. Para fixar 
ideias, suponhamos que o maior valor desses valores é positivo. 
Designemo-lo por Z;, p > 0. 

Em virtude da fórmula (4) escrevemos: 


r 4 7 
Ui, k = g Uis p Ui, ada F Uii, e F Ui h-a). (4) 


Esta igualdade apenas é verificada para o caso em que todos 
os valores u do segundo membro são iguais ao maior valor u;, n- 
Temos assim cinco pontos para os quais o valor da função procurada 
é Ūū; p. Se nenhum destes pontos estiver sobre a fronteira, demons- 
traremos tomando um de entre eles e escrevendo para ele a igual- 
dade (4) que noutros pontos o valor da função desconhecida será 
também igual a ū;, p. Prosseguindo assim atingiremos a fronteira e 
demonstraremos que para um ponto da fronteira o valor da função 
é igual a ū;, p. Mas isso contradiz o facto de que nos pontos da 
fronteira f* = 0. 

“Supondo agora que no interior do domínio temos um valor 
negativo mínimo demonstraremos da mesma maneira que sobre a 
fronteira o valor da função é negativo, o que contradiz também a 
condição apresentada. 

Assim o sistema (4) possui uma solução que é única. 

Os valores de u;, „ determinados a partir do sistema (4) cons- 
tituem os valores aproximados da solução do problema de Dirichlet 
formulado anteriormênte. Estabeleceu-se que se a solução do problema 
de Dirichlet para um dado domínio D e uma dada função f existe 
(designemo-la por u(x, y) e se u;i, p for a solução do sistema (4), 
teremos, então, a relação 


juliyu al <AR, (5) 


em que 4 é uma constante independente de h. 


Nota — É por vezes possível, embora isso não esteja demons- 
trado rigorosamente, utilizar o processo seguinte para avaliar o erro 
da solução aproximada. Seja ui)” a solução aproximada para um 
passo igual a 2h, us a solução aproximada para um passo igual a A, 
E (x, y) o erro da solução uf}. Então, temos a igualdade aproximada 


: 1 
En(z, ya~ g (Ui =S w) 
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nos nós comuns das grades. Assim, para determinar o erro da solução 
aproximada para um passo h, é preciso determinar a solução para um 
passo 2h. A terça parte da diferença destas soluções aproximadas é 
precisamente a avaliação do erro da solução para o passo A. Esta 
nota pode respeitar igualmente à resolução da equação do calor pelo 
método das diferenças finitas. 


tê 


3. 


4. 


Exercicios 


. Estabelecer a equação das vibrações de torção duma barra homogénea 


cilíndrica. 
Indicação — O momento giratório na secção da barra de abcissa x é 
determinada pela fórmula M=GI =, em que 0(x, 1) é o ângulo de tor- 


ção da secção da abcissa x no momento t, G o módulo de deslize, 1 o 
momento de inércia polar da secção transversal da barra. 


2 2 
Eu g2 ð em que a? = SL k é o momento de inércia da 


ot? dx? * ? 
unidade de comprimento da barra. 
i z s 020 920 E A 
Determinar a solução da equação ar A que verifica as condições 
90 é 
00, )=0, 0 0, )=0, 0 (z, 0)=q (0), EUo, em tue 
2002 l 


p () =p para 0E, 


L 
p (z) = — ve +20 para 5 <z<l. 
Dar uma interpretação mecânica do problema. Resp. 0(x, )= 
o 
— 89% (— 1)» (2k +1) az (2k+ Dxat 
RE REE nb UR EE Su E DR 
k=0 


Estabelecer a equação das oscilações longitudinais duma barra cilíndrica 
homogénea. 


Indicação — Se u(x, f) designar a deslocação da secção do cilindro de 
abcissa x no momento +, a contracção de tracção T da secção x é determinada 


pela fórmula T= ES - + em que E é o módulo de elasticidade do material, 
S a superfície da secção transverçal da barra. 
Resp. du o Ou 


— qa? —— ,em que PE AEE p a densidade do material da barra. 
ôt2 ôx? Dis: 

Uma barra homogénea de comprimento 2] sob a acção das forças aplicadas 
às suas extremidades curvou-se | duma grandeza 2». No instante t= 0 
liberta-se-la da acção das forças exteriores que lhe foram aplicadas. Deter- 
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minar o afastamento u(x, 1) da secção da barra de abcissa x no instante 1 
(o meio do eixo da barra está situado no ponto de abcissa x = 0). 


T — t+ 9k + |) x 2k + 1) nat 
Resp. u(x, n=* 3 a dias id a Lo 


7 Grp e A ET 
) 


Uma barra de comprimento | está fixa por uma das suas extremidades 
e sobre a outra age uma força de extensão P. Determinar as oscilações 
longitudinais da barra se para 1=0 a força P não agir. 


co 


3 — 1)” 2 x 2n |) mat 
Resp. CSPE e Ee sen ( RA) ge Er T ) 
Esn? (2n + 1)? 21 21 
n=() 
(ver o problema 3 para o sentido de E e S). 
= 2 Ju STA BES 

Determinar a solução da equação L =a? = que satisfaz às condições 

JR r? 

du (e, () 
u(0, )=0, u (L, )=Asen ot. u (2, 0)=0, AO o, 
Dar uma interpretação mecânica do problema. 
(0) . 
A sen =" sên ot 
Resp. u (x, t) = ————————————— + 
(0) 
sen — 1 
a 
oo 
2 dou (— 1)r= nal nx 
esti, EE e | sen k 
l 2 nna 2 l L 
nos at (<75) 


Indicação — Procurar a solução sob a forma de soma de duas soluções: 


(0) $ 
4 sen— zx sen wt 
a 
u=vr +w, où w= a 
sen — l 
a 


é a solução que verifica as condições: 


ov (e, O) 2w (e, 0) 


v0 A= 0o A0 v(z, Omo 0), T 7 


( Supõe-se que sen 2; SEIO. ) 
a 7 


2u 
âx? 


= n OU ; ato PR 
Determinar a solução da equação Ta , que verifica as condições: 


l 

x para U<Lr<— 

u (0, )=0, u(l, D=0,t>0,u(z, 0)= A F 
l—zr para q <2<l 


27 
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en, 1)2m2a2t 

jn SCA EE (2n 2-1) mx 

5 e l2 sense nto a 
pan) 


Resp. Sa == 
esp. h(x, t) a = 7 


ae 
n=0 


Indicação — Resolver o problema pelo método de separação das variáveis. 


, E ERU Pu 
Determinar a solução da equação 2º — qo Lu 
dt aa 

z (l— z) 


u (0, t) =u (0, l)-=0, u (z, 0) = l2 


R _ (2n44)2n2a2t 


8 1 ——— 2a -L4 
Resp. à É e NS Bs er 12 (2n --1) nz 
P. u(x, t) z5 ETR VE e sen RR E 
n= 
a ; a e, OM 92u ale ; 
Determinar a solução da equação F a2 Mm que verifica as condições: 
Ux 
ðu 
Seles = à DE u9, ue, 0)==pi(x): 
ra 0, u( , ) 0 ( ) p( ) 


Indicar o sentido físico do problema. 


co 


— 2 ec 5 
Resp. u (z, )=uo+ J} Ane “ricos Le Da, 
n=0 
> l 
I E ANTE Z 
em que Apa f Pp (x) cos Men] a nT do — mae 


Indicação — Procurar a solução sob a forma u = u9 + v(x, 1). 


Datemi k PR! 32u se: ana 
eterminar a solução da equação y=” g We verifica as condições: 
E 


u (0, )=0, = 


(5 —Hule= u (z, 0)=q (2). 


x= 


Indicar o sentido físico do problema. 


o dm = u? a2t2 
Pu TE ün £ 
Resp. u (z, ET N mn A 
n 


n= 


L 
2 
em que Ana f ọ (x sen —— dz, p=HLl, u4, Uo, ..., [in SÃO as raízes 
0 


positivas da equação tg u — iee ts 
P 


, que verifica as condições: 


1i. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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Indicação — Na extremidade x = da barra produz-se uma troca de calor 


com o meio ambiente, em que a temperatura é igual a zero. 
Determinar (segundo a fórmula (10) do § 6 fazendo h = 0,2), a solução 


aproximada da equação T aa , que verifica as condições: 
3 1 4l 
u (x, o= (4—1), u (0, t)=0; u(i, d= > O<i< . 
Determinar a solução da equação de Laplace a + = na zona 
z2 y? 


OEE S 
u (0, y)=0, u (a, p=, u (z, 0)= 


<y < œ, que verifica as condições: 


A (1-2) E eec ea 


nx 


o 
Resp. u(x, g=2 a = ES ja 


EAR RS A a solução pelo Ecs aee separação das variáveis. 


ôu 


Achar a solução da equação də Laplace A s = no rectângulo 
y2 


OKz<Ka, O<y<d, que verifica as Re A 
u(x, 0)=0; u (z, b)=0, u(O, y)= Ay (b—y), 

u (a, y)=0. 
“ah (2n --1) x (a— z) 


œo 
e b 
PPRA 2 E 


sen 


(2n -+ 1) my 
b 


a (2n+1)na ' 
b 


82 
Determinar a solução da equação te a = = no interior do anel 


limitado pelos círculos z2-}- y2= R2, x2--y2= R$, que verifica as condições: 


Q 


du 
Mia tin j u |r=R = 2. 


ðr 


Dar uma interpretação hidrodinâmica do problema. 
Indicação — Resolver o problema em coordenadas polares. 


as 


Resp. u= ug— —>— Log — 


Q 
2A n 
A função u(x, y)=eY senx é a solução da equação 


no quadrado 0O<Lr<L1,0O<V<LI, 


02u ð2u 
ôx ETE EN ðy2- 
que verifica as condições: 


=0 


u (0, y)=0, u (1, y) =e sent, u (z, 0)= snz, u(x, 1) =el senz, 


Nos problemas 12-15 resolver a equação de Laplace para condições dos 
limites dados pelo método das diferenças finitas no caso de h = 0,25. 
Comparar a solução aproximada com a solução exacta. 


Capitulo XIX 


CALCULO OPERACIONAL E APLICAÇÕES 


Na hora actual, o cálculo operacional (ou simbólico), é um dos 
domínios importantes da análise matemática. Em física, em mecânica, 
em electrotécnica e noutros ramos da ciência utiliza-se os métodos do 
cálculo operacional para a resolução de diferentes problemas. O cál- 
culo operacional encontrou uma aplicação particularmente larga na 
tecnologia moderna da automação e das telecomunicações. Neste capítulo 
(com base na matéria dos capítulos precedentes) serão precisamente 
expostas as noções fundamentais do cálculo operacional bem como os 
métodos da sua aplicação à resolução das equações diferenciais ordi- 
nárias. 


§ 1. Original e imagem 


Seja dada uma função da variável real t definida para t>0 
(por vezes consideraremos que a função f (t) está definida num intervalo 
infinito — œ <t< œ, mas f(t)=0 quando t< 0). Suporemos que 
a função f(t) é contínua por corte, isto é, tal que, em cada intervalo 
finito, ela possui um número finito de descontinuidades de primeira 
espécie (ver 8 9, cap. II, t. I). Para assegurar a existência de certos 
integrais no intervalo infinito O<t< œ imporemos à função ft) 
restrições complementares. Suporemos precisamente que existem números 
positivos constantes M e so tais que 


FE |< Me (1) 


para todo o valor arbitrário de t tomado no intervalo 0O<1< œ. 

Consideremos o produto da função f (t) pela função complexa +=?! 
da variável real(*) ź£ em que p=a+ib(a>0) é um número 
complexo: 


E Cro: (2) 


(*) A respeito das funções complexas da variável real, ver § 4, cap. VII, t. I. 
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“A função (2) é também uma função complexa da variável real t: 


e (A 


pipi eo E (qe (t)e pt 
— e "'f (t) cos bt — ie alf (t) sen bt. 


Considereremos em seguida o integral impróprio 
| e~ Pti (t) dt = Se f(tcosbtdt—i Se “F (t)sen btdt. (3) 
“o 0 0 


Mostremos que se a função f (t) verifica a condição (1) e a> so 
então, os integrais do segundo membro da igualdade (3) existem e a 
convergência desses integrais é absoluta. Consideremos, primeiramente, 
o primeiro destes integrais: 


oo 


| e “f (t) cos bt al< 


0 


e “f(t) cos bt | dt < 


St 2 


Eu de M 
<M | etet dt =M | NO dj Sea 
J J ASh 


Estima-se da mesma maneira o segundo integral. Assim o integral 


oo 


f e-f (t) dt existe. Ele define uma certa função de p, que designa- 
0 


remos (*) por F (p): 


F(p) = ! e Pit) dt. (4) 


A função F (p) chama-se A de Laplace ou imagem L 
ou simplesmente imagem de f (ċ). A função f(t) chama-se original ou 
função objecto. O facto de F (p) ser a imagem da função f (f) é assim 


notada: A E 
F(p)? f(t), (5) 

ou 
f(t) < F(p), (6) 

ou 
L {f (O) = F (p). (9) 


ã ] ã i lexa (ver 
*) A função F(p) para p0 é uma função da variável comp K 
entre a o livro traduzido do russo de V. Smionov «Curso de Matemáticas 


Superiores», vol. III, segunda parte). vei . 
é (**) Utiliza-se também outros símbolos de correspondências. É assim 


que em vez da notação <— se emprega também o símbolo 7] e escreve-se 
no caso da fórmula (6) f ( 3 F (p) (N.d.T.). 
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Como veremos em seguida o sentido da introdução das imagens 
reside no facto de que elas permitem simplificar a resolução de nume- 
rosos problemas, em particular de reduzir a resolução das equações 
diferenciais ordinárias a certas operações algébricas simples que per- 
mitem determinar a função imagem. Conhecendo a imagem pode-se 
determinar o original quer por meio das tábuas prêviamente compostas 
«original-imagem» (dicionário de imagens) quer pelos métodos que 
exporemos mais à frente. Perguntas se põem, então, naturalmente. 

Seja dada uma certa função F (p). Existe uma função f(t) em 
que F(p) é a imagem? Se ela existe, é única? As duas perguntas 
recebem uma resposta positiva se F (p) e f(t) satisfizerem certas con- 


dições. Em particular a unicidade da imagem é estabelecida pelo 
teorema seguinte que enunciaremos sem demonstração. 


Teorema da unicidade — Se duas funções contínuas y(t) e y(t) 
possuem uma mesma imagem LF (p) essas funções são idênticamente 
iguais. 

Este teorema será duma grande utilidade para tudo o que se 
seguirá. Com efeito se na resolução dum problema prático pudermos 
determinar a imagem da função procurada, e em seguida obtivermos 
o original segundo a sua imagem, podemos concluir em virtude do 
teorema formulado que a função obtida é a solução do problema posto, 
e que não existem outras soluções. 


§ 2. Imagens das funções o, (t), sen t, cost 
I—A função f(t) assim determinada 
i(t)=1 para t>0, 
Í(t)=0 para t<O 
chama-se função unidade de Heaviside e representa-se por co(t). O grá- 


Go(t) 


0 f 
Fig. 379 


fico desta função está representado na figura 379. Obtemos a imagem L 
da função de Heaviside: 
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i * 
Assim (*) pé 1 3 
p 
ou, mais exactamente, naa: 
Oo (t) ae p . 


Em certos tratados de cálculo operacional chama-se imagem da 
função f(t) à expressão 


oo 


F'(p)=pyeP'f(t) dt. 


0 


Neste caso tem-se : Go (t) < 1e, por conseguinte, C < C, mais 


exactamente Co, (t) < C. 
II — Seja f(t) = sen t; então, 


co E, é fá 3a 1 
Talp — e *'(—p sent — cost) ao 
L (sent) = | e E O TA MR E 
0 
Assim, A 
sen t<- : (9) 
p+l 


HI — Seja f(t) = cos t; então, 


T e Pt(sent— pcost) |* p 
L {cost = | e costam A peost = — 3 
CGR ) pP +1 o p +i 
Assim, 
TE ECA (10) 
pP +1 


oo 
(*) Na altura do cálculo do integral | eP! dt poder-se-ia tê-lo represen- . 
O 


tado como a soma dos integrais de funções reais; teríamos obtido o mesmo 
resultado, Esta nota diz respeito, igualmente aos dois integrais seguintes. 
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83 Imagens das funções com escala modificada da variável 
independente. Imagens das funções sen at, cos at 


Consideremos a imagem da função f(at), em que a>o0: 
L {f (at)} = Se Pr(at) dt. 
0 


Efectuemos uma mudança de variável no segundo integral, fazendo 


z =at; por conseguinte, dz = a dt, obtemos, então; 


1 fr nR z 
Lfay=t (e * f(zdz 
0 


ou 
1 
Lt(at) = A 
Assim, se 
F(p) > f (t), 
então, 
wp 
pop E ps A 
- (2) > f(at) (11) 
Exemplo — 1. Obtemos imediatamente da fórmula (9), em virtude de (11): 
senat — — 1 
. p p 
(ha 
ou 
sen at < x 
na <= Zfai (12) 
Exemplo — 2. Obtemos da fórmula (10), em virtude de (11): 


xp 
Rn a NA ANS 
a pY2 
frota 


ou 
EERST. 
r (13) 
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§ 4. Propriedade de linearidade da imagem 

Teorema — 4 imagem da soma de várias funções, multiplicadas 

por constantes, é igual à soma das imagens destas funções multiplicadas 
pelas constantes correspondentes, por outras palavras, se 


(14) 


(C; são constantes) e 


Pp) => ft), Pp) = fi (t), 


então 
F(p)= 3; F, (p). (14°) 


Demonstração — Multipliquemos todos os termos da igualdade (14) 
por ,-rte integremos em t nos limites de O a co (pondo fora os 
factores C; de debaixo do sinal de integração); obtemos a igual- 
dade (149. 


Exemplo — 1. imagem da função 


Determinar a 
f()=3 sen 4t—2 cos 5t. 


Resolução — Em virtude das fórmulas (12), (13) e (14), obtemos 


4 k p 12 2p 
Es p = 
DANOS a LIE pT 2. po e25 


Exemplo — 2. Determinar o original cuja imagem é dada pela expressão 
5 20p 
K Eel A a 
Upee ayen 


Resolução — Representemos F(p) da maneira seguinte 
> 2 
F )) = — 20 ——— 32 
O ro tra 


Por conseguinte, em virtude das fórmulas (12), (13) e (149, obtemos 


J (t) => sen 2t- 20 cos 3t. 


Resulta do teorema da unicidade do § 1 que é o único original que cor- 


responde à função dada F (p). 
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§ 5. Teorema do deslocamento 


Teorema — Se F (p) é a imagem da função f (t), então, F (p + a) 
é a imagem da função e“! f(t), por outras palavras 


se F(p) ->1 (t), 
então, F(p + a) > e“ (i), 
(Supomos aqui que Re(p + a) > so). 


(15) 


Demonstração — Determinemos a imagem da função e“ f (t): 
I A ps (en ur O Ae NE 
0 0 
Assim, 
Le“) =F(p+o). 


O teorema demonstrado alarga, notâvelmente, a classe das imagens 
para as quais o original pode facilmente ser encontrado. 


§ 6. Imagem das funções e-“t, senh at, cosh at, 
e sen ut, e~“ cos at 


Resulta imediatamente da fórmula (8) em virtude da fór- 
mula (15) que 


AE ARET 4 (16) 
pta 
De uma maneira análoga 
e A, (16) 
p—a 


Subtraindo dos termos da relação (16) os termos correspondentes 
da relação (16) e dividindo as diferenças obtidas por 2, obtemos: 


PARE e J E 


ou 


—Ž shat. (17) 
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De igual modo fazendo a soma de (16) e de (16): 


p 
pe Rã 


z> chat. (18) 


Resulta da fórmula (12), em virtude das fórmulas (15): 


d 


Teie T emal 19) 
(p +a) +a i 


Da fórmula (13), em virtude das fórmulas (15), resulta: 


pa 


c e “cosat (20) 
(pras 
Exemplo — 1. Determinar o original cuja imagem é dada pela fórmula 
7 
E E A e 
K pe + 10p +41 


Resolução — Transformemos F(p) de maneira a dar-lhe a forma da 
expressão do primeiro membro da relação (19): 
Pri EA LO e E dh “ BoA E 
p2+H10p+H4 p516 4 ppi 


Assim, 


7 4 


q pre 
Por conseguinte, em virtude da fórmula (19), teremos: 


Ep) > — e-5t sen 4t 


Exemplo — 2. Determinar o original cuja imagem é dada pela fórmula 


TEN SEE der 
(= FF 
Resolução — Transformemos a função F (p): 
ie DD ar Om e SPO id DEN 2 $i 
p?+2p+10 (p+1)2}+9 (pH ' (p+1)243? 
Ea p+1 io 3 


PHD+E  3 PHPF 
em virtude das fórmulas (19) e (20), obtemos o original 


9 
F (p) et cos3 + el sèn 3t 
o 


428 CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


§ 7. Derivação da imagem 


Teorema — Se F (p) > f (t), então, 
(—1)" —; F(p) > LAP) (21) 


Demonstração — Demonstremos, primeiramente, que se f(t) veri- 
fica a condição (1), então, o integral 


f e Pr (t) dt (22) 


existe. 

Por hipótese |f (t) |< Mest, p= a ~+ ib, aœ so; além disso 
temos a>0 e so>0. É evidente que existe um número e >0 que 
verifica a desigualdade a > so; +e. Do mesmo modo que no § 1 
se demonstra a existência do integral 


[eco dt. 


Calculemos, seguidamente, o integral (22): 


x 


DE ER a (t) | dt = ( AR a (t) | dt. 
0 0 


Sendo a função e-st 4” limitada, e menor em valor absoluto do 
que um certo número N para todo o valor t> 0, pode-se escrever: 
He PP OLN T adt =N S e dta oo 
0 0 0 
' Demonstramos, assim, a existência do integral (22). Ora, este 
integral pode ser considerado como a derivada de ordem n em ordem 
ao parâmetro (*) p do integral 


fe P(a) dt 
0 
Assim da fórmula 


MaS O dt 
0 


; (*) Estabslecemos no preâmbulo a fórmula de derivação do integral 
definido em relação a um parâmetro real (ver 8 10, cap. XI, t. I). Aqui o 
parâmetro p é um número complexo, mas a fórmula de derivação permanece 
válida. ú 
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obtemos a fórmula 


o 


d” o 

| E (o ft) di==— | e P'f(t) dt. 
dp 

0 0 

Estas duas igualdades dão-nos 


fed e F(p) = | e Ttf (t) 


isto é, a fórmula (21). | E 
Utilizemos a fórmula (22) para obter a imagem da função 


potência. Escrevamos a fórmula (8): 
1 


Ee 


P 
Obtemos desta fórmula em virtude da fórmula (21): 


HOR 


ou 
anã 
P 
De uma maneira análoga 
T 
P 
Para n qualquer, obtemos: 
i Anae b 
REL E (23) 


Exemplo — 1. Obtemos da fórmula (ver (12) 


y [00] 
== | e-l sen at dt, 
pesos . 


derivando o primeiro e o segundo membro em relação ao parâmetro p: 
2pa 
(P2403)? 


Exemplo — 2. Obtemos da fórmula (13), em virtude da fórmula (21): 


Stsenat. (24) 


a2— p? 


> t cosat. (25) 
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Exemplo — 3. Obtemos da fórmula (16), em virtude da fórmula (21): 


EU oi 26 
praa G 


§ 8. Imagem das derivadas 


Teorema — Se F (p) > f (t), então, 


PUDYA OET (27) 


Demonstração — Em virtude da definição de imagem duma função 
podemos escrever: 


Lt O} = f ETT ARATAT: (28) 


Suporemos que todas as derivadas f'(t), f” (À) ..., f™® (t), que 
encontraremos, satisfazem à condição (1), e, por conseguinte, que o 
integral (28) e os integrais análogos para as derivadas sucessivas existem. 
Efectuando a integração por partes do integral do segundo membro da 
igualdade (28), obtemos: 


oo 


L(f(D)= feri (Gae eE a p Ve r F(a 


0 


Ora, segundo a condição (1) 


lim P'S =0 et $fe dt= F(p) 
| +00 0 


Eis, porque 
LF) = — f (0) + pE (p). 
O teorema está demonstrado. Consideremos, seguidamente, a ima- 
gem das derivadas de qualquer ordem. Substituindo na fórmula (27) a 


expressão pF (p) — f (0) em vez de F(p) e substituindo f(t) por f (À, 
obtemos: 


plpF(p) — H(0] — (0) > Fº (6) 
ou, tirando os parêntesis, 


p°F (p) — pf (0) — F (0) => f (8). (29) 


CALCULO OPERACIONAL E APLICAÇÕES 431 


A imagem da derivada de ordem n será 


p"F(p) p (DA RE a (0) Er mm. 


no Semi (0) Fá EON E PARA (30) 
Nota — As fórmulas (27), (29) e (30) simplificam-se se f(0) = 
= f (0) = ... = fœ- (0) =0. Neste caso obtemos: 
F(p) => f (t), 


pE (p) > fd, 


a alat E NAN Foi, e 


§ 9. Dicionário de imagens 
Para facilitar a utilização das imagens obtidas agrupamo-las num 
quadro. 


Nota — Se tomarmos para imagem da função f(t) 


co 


F* (p) =p S eaea, 


convém nas fórmulas 1 a 13 do quadro, multiplicar as expressões da 
primeira coluna por p. Quanto às fórmulas 14 e 15 elas serão da 
forma: como F* (p) = pF (p), substituindo na parte esquerda da fór- 


mula 14 F(p) pela expressão F" p) e multiplicando por p, obtemos: 
p 
x d” Rd 
14. cair E (EB) rio, 
dp \ p 


Substituindo na parte esquerda da fórmula 15 


R7, p= 


e multiplicando por p, obtemos: 
t 


15º L ri) Fa (p) > | fi (©) f2 (t — 1) dr. 


0 
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QUADRO 1 


[2e] 
nos F (us e Pty (tdi i) 
1 RF 1 
P 
P 
2 nJ a? sen at 
) a 
3 ppa cosat 
4 = Eu 
a 
5 N] sh at 
$ ) 
6 E Ee chat 
a 
7 E EE EA —at 
rara o 
pa Qi A 
8 paira, eT* cosat 
7 n! 
3 pr n 
2pa 
10 DETA t senat 
a? — p2 
14 nET I t cos at 
1 
6 —at 
e (pa) j 
13 TERANE EA 1 
(PE Da? das (senat—a! cos at) 
14 (Dr a t (0) hj) 
dp" ( 


15 F (p) F2 (p) fa (T) fo(t—r) dt 


cen ~ 


Nota — As fórmulas 13 e 15 do quadro serão estabelecidas no seguimento. 
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$ 10. Equação auxiliar duma equação diferencial dada 


Seja dada uma equação diferencial linear da ordem n de coe- 
ficientes constantes aj. da, ...v On-1, Qn: 


d” dr 
Er o e ae e ani + inte ft e1 


Ag dt” g dt” =], 


Pede-se para determinar a solução desta equação x = x (f) para 
t > 0, que verifica as condições iniciais: 


eta aa Ear PO) (32) 


O problema já tinha sido resolvido da seguinte maneira: procura- 
vamos a solução geral da equação (31) contendo n constantes arbi- 
trárias; seguidamente determinavamos as constantes de maneira que as 
condições iniciais (32) fossem verificadas. 

Exporemos agora um método mais simples de resolução deste 
problema, o método do cálculo operacional. Procuraremos a imagem 
L da solução x(t) da equação (31) que verifica as condições (32). 
Designemos esta imagem L por x (p); assim x (> z (D. 

Suponhamos que a imagem da solução da equação (31) existe, 
bem como as suas derivadas até à ordem n inclusivé (uma vez achada 
a solução podemos verificar a validade desta suposição). Multipliquemos 
os dois membros da igualdade (31) por e>! em que p= a+tib e 
integremos em t nos limites de O a oo: 


A, dz a do ty 
eb, Se Mei ea 
ME ER aa) TE Ci ERR 
0 


DO oo 


ag | e P'a (t) dt = | ei dt. (33) 


0 0 


Na parte esquerda da igualdade temos a imagem Lda função x (4) 
e das suas derivadas, na parte direita a imagem L da função f (f) que 
designaremos por F (p). Por conseguinte, a igualdade (33) pode ser 
posta sob a forma: 


dx O dry 
aL ran + mL] Rio Ee e tado Rolo = LAP JE 


28 
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Substituindo nesta iguaidade as imagens da função e as suas 
derivadas pelas expressões (27), (29) e (30), obtemos: 
aotp'z(p) —[p tro + p" ao +p" zg + D+ 
+ aqp" 'z(p) [pao pad pa + 
+ Ana {p2 (p) — [z0]} + ant (p) = F (p). (34 


A equação (34) chama-se equação auxiliar ou equação imagem. 
Nesta equação a incógnita é a imagem y (p), que determinamos a 
partir desta equação. Transformemos esta equação deixando no pri- 
meiro membro os termos que contêm z (p): 


Tolppa sd anap a)= 
= De + p" Bê + AE Pr e] + 
-+ 1 oe S fo de “a Em mr Eu 
F an—2| PXo T xo] pa Ins [zo] T F(p). (34) 


O coeficiente de x (p) no primeiro membro da igualdade (34”) 
é um polinómio em p de ordem n que se pode obter se no primeiro 
membro da equação (31) se substituir as derivadas pelas potências 
correspondentes de p. Designemo-lo por q, (p): 


Ph (p) SE op” = apr” + E + n—1P sT Ane (35) 
O segundo membro da equação (34°) está assim composto: 


o coeficiente a, -, é multiplicado por £o, 
o coeficiente à,-» é multiplicado por po + x; 


o coeficiente a, é multiplicado por p"-2x, + p“, +... Haro, 
o coeficiente a, é multiplicado por ptz + p'2x, +... + zina), 


Façamos a soma de todos estes produtos. Juntemos ainda a 
imagem do segundo membro da equação diferencial F (p). Todos os 
termos do segundo membro da igualdade (34), excepto F (p), cons- 
tituem após agrupamento dos termos semelhantes, um polinómio de 
grau n — 1 cujos coeficientes são conhecidos. Designemo-lo por p, 4 (p). 

Assim, a equação (34) pode ser escrita: 
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Determinemos x (p) desta equação: 


Qn (P) Phr (P) 


z 


Resulta que x (p) assim determinado, é a imagem da solução 
x(t) da equação (31), que verifica as condições iniciais (32). Se agora 
determinarmos a função x* (t) cuja imagem é a função x (p), definida 
pela igualdade (36), resultará, então, do teorema da unicidade for- 
mulado no § 1 que x*(t) é a solução da equação (31) que verifica 
as condições (32), isto é, 


z(p)= 


AEA] 

Se a solução da equação (31) for obtida pelas condições iniciais 
nulas: £o = z, = 4, =... = x{”—-t) — 0, então, na igualdade (36), tere- 
mos p- (p) = 0 e ela será da forma 

- F 
Ph (P) 
ou 
z F ” 
(p= 2 | (36) 


io ap” F mp"! + pe + An 


Exemplo — 1. Determinar a solução da equação 
da 
Ea 
que verifica a condição x = O para t = 0. 
Resolução — Formemos a equação auxiliar 


e()(PHD=0+5 ou z= 


(ge ip. 
Decompondo a fracção do segundo membro em fracções elementares, 
obtemos: 


e A 

Maa n = 

Utilizando as fórmulas 1 e 4 do quadro 1, encontramos a solução: 
z (t) =1— e. 


Exemplo — 2. Determinar a solução da equação 


d2x 


Tê +9r=1, 


que verifica as condições iniciais: xy=—xz9=-0 para t= 0. 
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Resolução — Escrevamos a equação auxiliar (34) 


= 1 - 1 
z (p) (P?+9)=— o z(p)=— r 
P = 
Decompondo esta fracção em fracções elementares, obtemos: 
9 9 
z "=S 
(p) TESTEN is 
Ern virtude das fórmulas 1 e 3 do quadro 1, obtemos a solução: 
; 1 q 
)=—— — 
x (t) 9 cos 3t + F: 
Exemplo — 3. Determinar a solução da equação 
dj 


dz 
E dE TET 
que verifica as condições iniciais: Zo=29==0 para t= 0. 


Resolução — Escrevamos a equação auxiliar (34) 


E 1 
(ppp 
ou 
Pp Ra Gi qa 
P? (p243p+2) p2(p+4+1)(p+42) 


Decompondo esta fracção em fracções eleme 
a r É mentares pe 
coeficientes indeterminados, obtemos: peito y Pd 


E ip 1 1 


UA TE pr SAD 


egundo as fórmulas 9, 1 e 4 do quadro 1, obtemos a solução: 


Exemplo — 4. Determinar a solução da equação 


d2 d 
Sa H2 E 5r=sen t, 


que verifica as condições: x) = 1, zp=2 para t= 0. 


Resolução — Escrevamos a equação auxiliar (34) 


z (p) (p24-2p+4-5)=p14+2+2144L (sent) 


ou 
A 2 E 1 
z (p) (P S Pas 
donde obtemos x (p): 
A E REP E DCE 
O=- aF "IFRS 
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Decompondo esta última fracção do segundo membro em fracções ele- 
mentares, podemos escrever: 


H 1 1 
da TE SUE DRE 
Po p+2pt5 pH 
ou 
al Y e ND 2 SR N 
“= Hora T0 dy 


10-2 (p+12+2 
EPEE SRAN 
O p41 5 pri: 
Em virtude das fórmulas 8, 7, 3, e 2 do quadro 1, obtemos a solução: 
= — -t Bra a Ta AN- KR 
a(t) 10 et cos 2t + 30 e-t sen 2t 10 cos t -+ 5 sen t 
ou, finalmente: 


414 29 1 1 
o À 
te= (o cos 2t + sen 2)— 5 cos t+ + sent. 


§ 11. Teorema da decomposição 


Resulta, da fórmula (36) do parágrafo precedente, que a imagem 
da solução duma equação diferencial linear se compõe de dois termos: 
o primeiro é uma fracção racional regular de p, o segundo termo 
uma fracção em que o numerador é a imagem do segundo membro 
da equação F(p) e o denominador do polinómio qr (p). 

Se F (p) é uma fracção racional, o segundo termo será também 
uma fracção racional. É preciso também, saber encontrar o original 
cuja imagem é uma fracção racional regular. Abordaremos esta ques- 
tão no presente parágrafo. Suponhamos que a imagem L duma certa 
função é uma fracção racional regular de p: 


pai (p) 


PRA 


qn(P) 


Pede-se para achar o original. No § 7 do cap. X, t. I, mostramos 
que cada fracção racional regular pode ser representada sob a forma 
de fracções elementares de 4 tipos: 


A 
SER 
PALTA) 
(p— a" 


I 


II 
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Ap+B 
P + up -+a 


2 


plexas, isto é, F — 44 <0, 


sds AARD ie 
(P? 4- ap at” 
são complexas. 
Encontremos o original para cada uma das quatro fracções ele- 
mentares. Para as fracções do tipo I, obtemos, em virtude da fórmula 4 
do quadro 1: 


HI — onde as raízes do denominador são com- 


onde k >2, as raízes do denominador 


A 
p—a 


Para a fracção do tipo II, em virtude das fórmulas 9 e 4 do 
quadro 1, obtemos: 


—> Ae. 


A kats A ERE tT lett, E (37) 


7 Consideremos agora as fracções do tipo III. Efectuemos as .se- 
guintes transformações: 


o B 2. Ap +B 

2 a a ND, aa e a a NL 

da (+4) (VS) 

2 4 
A 

afro) (258) p+“ 

2 i EEE 2 sais 
pra) Vad) (+84) (Vas) 

+(5 Aa, 1 


Designando aqui o primeiro e o segundo termo, respectivamente 
por M e N, obtemos, em virtude das fórmulas 8 e 7 do. quadro 1: 


apita, a? 
M-> Ae * cost ns 
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Assim, finalmente: 


Ap ES? Ka RE 


s) . X 
Pp +Hap+ as 
da, 
aj Pig 2 ai 
x | Acost As - 4 = Sen £ As — n (38) 
4 PECA 4. 
Veny 


Não abordaremos aqui as fracções elementares do tipo IV para 
não nos lançarmos em cálculos bastante fastidiosos. Para alguns casos 
particulares esta questão será analisada mais adiante. 


§ 12. Exemplos de resolução das equações diferenciais e dos 
sistemas de equações diferenciais pelo método do cálculo 
operacional 


Exemplo — 1. Determinar a solução da equação 
diz ; 
ae ie sen 3x, 
que verifica as condições iniciais x,=0, xz,=0 para t=0. 


Resolução — Formemos a equação auxiliar (34) 


ou 


donde obtemos a solução 


a (t) -2 sen DA: sen 3t. 


5 
Exemplo — 2. Determinar a solução da equação 
dèx 
I 


que verifica as condições iniciais: zọ=1, x—3, «,=—8 para t= 0. 
Resolução — Formemos a equação auxiliar (349) 
z (p) (34 1)=p2-1+p:3+8, 
obtemos 
ei E aa e o pa opt L. 
pt1 (P+ 1) (p?—p +1) 
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scomponhamos a fracção racional obtida em fracções elementares: 


pP? +3p+8 EP AOA Sad 


OE E A E E 
1 v3 
TIZ, TaT. 


ri 

$ 112 fa. va 12 (VB 

(2-5) +(V 5) (2-5) +(5) 

Utilizando o quadro 1, escrevemos a solução: 

(-oos y3 t+ d; sen y3 +) $ 
2 y3 2 


Exemplo — 3. Determinar a solução da equação 


1y 
2 


z (t) =2e! +e 


dx 
= p) 
FTO +r=tcos2t, 
que verifica as condições iniciais: z=0, z)=0 t= 0. 
Resolução — Escrevamos a equação auxiliar (349 
— 1 8 
2 st PEA ar 
SPP TERRE? 


donde 
— 5 1 5 1 8 1 
“Mg "o mito na: 
Por conseguinte, 


o (t)= ato sent H- sen 21-45 (5 sen2t— t cos 21 ) E 


É evidente que o método do cálculo operacional permite igualmente 
resolver os sistemas de equações diferenciais lineares. Mostremo-lo no exemplo. 


Exemplo —4. Determinar a solução da equação 


dz dy 
3 dt + 27 + dt Ta E 
da dy 
gu gp ea 


que verifica as condições iniciais: x=0, y=0 para t=0. 


Resolução — Designemos z (t) < z (p), y (t) <y (p) e escrevamos o sistema 
das equações auxiliares: é 


3p+2) 2(p) + py (p) =+, 
pz (p)+(4p+3)y (p)=0. 
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Resolvendo este sistema, obtemos: 


4p+3 ERES DARS 3 
"os p(p+HDO(1p+6) 2p 5S(p+1) 40(11p+6) 


ie 4 =4( daraa dA ) 
vP=-qproprDTS prio Mps6): 


Segundo as imagens obtemos de cada vez o original, isto é, as soluções 
procuradas do sistema: 


1 — 


1 
()=7——e wW E 


6 
1 =—t 
y= (te 11), 
5 
Resolve-se, duma maneira análoga, os sistemas lineares de ordem superior. 


§ 13. Teorema do enrolamento (Conyolution) 


Na altura da resolução das equações diferenciais pelo método 
do cálculo operacional servimo-nos repetidas vezes do 


Teorema do enrolamento — Se F, (p) e F:(p) são as imagens das 
funções fı (t) e fo (t), isto é, se 


F(p)->h(t) e F(p) > f(t), 


então, F,(p) F>(p) é a imagem da junção 


t 
Shi (1) fo (t — 1) dr, 


por outras palavras 
t 
F, (p) Falp) > À fu (0) fa (€ — 1) de. (39) 


Demonstração — Determinemos a imagem da função 


t 


fh (1) fa (t — 1) dr, 


partindo da definição de imagem 


oo 


LÍ SAJA t— 1) d= e es [$a (0) fa © — 0) de dt. 
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O integral do segundo membro é um integral duplo, que se 
toma no domínio limitado pelas rectas + = 0, 7 =t (fig. 380). 

Mudando a ordem de integração neste inte- 
gral, obtemos, então: 


t 


LE AO =) do 


oo 


pai | [f ws e P(t—m) deldr. 


Fig. 380 
Efectuando a mudança de variável t — r =z no integral interior, 
obtemos: 


2 


= id f e Refs (2) dz = O He (p). 
0 
Por conseguinte, 


A VA (1) fa (t — 1) di} = $ fi (1) 7P" F, (p) dir= 


on g 


= F, (p) ) e Pr) dr = F, (p) Fi (p). 


Assim, 
fht ) fo (t — 1) dr F, (p) Fo(p). 
É a fórmula 15 do quadro 1. 
Nota—1. A expressão f fı (1) fa (t — T) dr chama-se enrola- 


mento (ou produto de composição) das duas funções f,(t) e fo (1). 
A operação do cálculo correspondente chama-se transformação de 
enrolamento de duas funções e tem-se, então, 


t t 
Jh()i(t—) dt = Shi (t — 1) fa (1) dr. 


A validade desta última igualdade pode ser estabelecida efectuando 
a mudança de variável t— + =z no integral do segundo membro. 
Exemplo — Determinar a solução da equação 
d2x 
aa cd ($), 


ue verifica as condições iniciais: rọ=z,=0 para t= 0. 
0=% 


7] 
| 
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Resolução — Escrevamos a equação auxiliar (34) 


z (p) (P?+1)=F (p), 


em que F(p) é a imagem da função f(t). Por conseguinte, Z (P) = -yy F (2), 
mas = -> sente F (p) > j(i). Aplicando o teorema do enrolamento (39) 
e designando BETA =F; (p), F(pD)=Fi(p), obtemos 
t 
a(t) = | f (T) sën (t— T) dt. (40) 


0 


Nota—2. Com a ajuda do teorema de enrolamento pode-se 
determinar fàcilmente a imagem do integral duma dada função, se 
se conhecer a imagem dessa função; precisamente se F (p) > f(t) 
então, 


1 r> frod (41) 


0 
Com efeito, se introduzirmos as notações 

” 1 
FOA = (Oi) == entio; Eilp=M(p), Pp) = 


Substituindo estas funções na fórmula (39), obtemos a fórmula (41). 


§ 14. Equações diferenciais das oscilações mecânicas. 
Equações diferenciais da teoria dos circuitos eléctricos 


Sabe-se da mecânica que as oscilações dum ponto material de 
massa m são descritos pela equação (*) 


dz A dz 


1 
E + Grã ER (42) 


designando aqui x o vértice do ponto duma certa posição, k a rigidez 
do sistema elástico, por exemplo da mola, a força de resistência ao 
movimento é proporcional (com um coeficiente de proporcionalidade À) 
no primeiro grau da velocidade, f,(t) é a força exterior ou de per- 
turbação. 


(*) Ver, por exemplo, cap. XIII, § 26, t. II, em que se estabeleceu uma 
equação deste género na altura do estudo das oscilações dum peso fixado 
a uma mola. 
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A solução duma equação do tipo (42) descreve igualmente as 
pequenas oscilações de outros sistemas mecânicos com um grau de 
liberdade, por exemplo, as vibrações de torção do volante sobre um 

tronco flexível, se x for o ângulo de rotação 


G TA do volante, m o momento de inércia do 
volante, k a rigidez à torção do tronco e 

' mf, (f) o momento das forças exteriores em 

relação ao eixo de rotação. As equações do 


E R tipo (41) descrevem não sòmente as oscilações 
mecânicas mas também os fenómenos que se 
desenrolam nos circuitos eléctricos. 


i= 2 Seja um círculo eléctrico, composto 
duma inductância L, duma resistência R e 
Fig. 381 duma capacidade C, ao qual é aplicado uma 


força electro-motriz E (fig. 381). Designemos 
por i a corrente no circuito e por Q a carga do condensador, então, 
como se sabe da electrotécnica i e Q verificam as equações seguintes: 


di ~O 
Deci AST 43 
= Eid j (43) 
BO ns 44 
EA oo 


ERC (44º) 


Substituindo (44) e (44°) na equação (43), obtemos para O uma 
uma equação do tipo (42): 


1 20 


LE +R 4 Q=E. (45) 


Derivando os dois membros da equação (43) e utilizando a 
equação (44), obtemos a equação que determina a corrente i: 


PA . 
L+R poi, (46) 


As equações (45) e (46) são equações do tipo (42). 
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§ 15. Resolução da equação diferencial das oscilações 


Escrevamos a equação das oscilações sob a forma 


Px dx E 
— — a SONS A t; (47) 
r Ha + awf A) 


onde o sentido mecânico ou físico da função procurada x, dos coefi- 
cientes a;, a», e da função f(t) é facilmente estabelecida comparando 
esta equação com as equações (42), (45) e (46). Determinemos a solução 
da equação (47), que verifica as condições iniciais: z = Zo, xz! — A 
para t= 0. 

Formemos a equação auxiliar para a equação (47): 


z(p)(p” + up + a) = Top + to + ato + E (p), (48) 
em que F(p) é a imagem da função f (t). Obtemos da igualdade (48): 


D S ea  F(p) a 
(p) pPtapta pP +HaptHa i 


Assim, para a solução Q(t) da equação (45), que verifica as 


condições iniciais: Q=-Qo, Q’ = Q, para t=0, a imagem será da 
forma 
5 + R E(p) 
Lp?-+ Rp + AN A 


O carácter da solução depende essencialmente das raízes do binó- 
mio p? + ap +a: elas serão complexas, reais e distintas ou reais 
e iguais. Consideremos em detalhe o caso em que as raízes do binómio 


2 
A - e a . A 
são complexas, isto é, quando (3) — a, < 0. Analisar-se-4 duma 


maneira análoga os outros casos. 
Como a imagem da soma de duas funções é igual à soma das 
suas imagens, em virtude da fórmula (38) o original para a primeira 
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fracção situado na parte direita de (49) será da forma 


A a E 2 
Top hão tado, 2") cost | pf Des 
? 4 


pº + up + a 
A Tol 

T TOF a 
+ O sen É (O tee ao (50) 

Jai i 

(o, — pese 
Š 4 
Determinemos, em seguida, o original correspondente à fracção 
F(p) 
P + ap + a 


Utilizaremos aqui o teorema do enrolamento atendendo a que 


e qt E VOS 
1 see oei Pena. F(p) > f (8). 
pano + q, Va a 4 
PR 


Por consequência, obtemos, segundo a fórmula (39) 


F(p). nt 
P +H aup +a 


; -H q) 
1 a a 
y e | f(x) e sem (t fere T) ao, y dt. (51) 
0 


2 
a 
Va-4 


Assim, obtemos de (49) tendo em conta (50) e (51): 


ai 2 zo + p) 
1 A i 
u(l)=e x COS É Ao Z = 
' ai 
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Se a força exterior f (f) = 0, isto é, se estivermos em presença de 
oscilações mecânicas ou eléctricas livres, a solução é dada pelo primeiro 
termo do segundo. membro da expressão (52). Se os valores iniciais 
são iguais a zero: zo = x; = 0, então, a solução é dada pelo segundo 
termo do segundo membro da igualdade (52). Consideremos estes casos 
mais em detalhe. 


§ 16. Estudo das oscilações livres 


Suponhamos que a equação (47) descreve oscilações livres, isto é, 
que f(t)=0. Introduzamos, para maior comodidade na escrita das 
fórmulas, as notações: a, = 2n, a, = k?, ki = k? — nº. Então, a equa- 
ção (47) tomará a forma 


È d 
= + 2n zs +kr= 0. (53) 


A solução desta equação x; que verifica as condições iniciais 
(£ = Zo, 2 = x para t=0) é dada pela fórmula (50) ou pelo pri- 
meiro termo da fórmula (52): 


a(b=e"! E cos kıt + arar sen rt| ; (54) 
i 
Façamos xo = a, Toi o = b. É evidente que para todo o a e b 


1 
se pode escolher M e 8 de maneira que se tenha a= M sen ô, 
b =M cos ô, então, M? =q? + b?, tg 8=a/b. Escrevamos a fór- 
mula (54) sob a forma: 


zı = e ™ [M cos kt senô + M sen kt cos ô], 
pode-se, então, finalmente escrever a solução assim: 
zı = Va? + b? e” sen (kt + ô). (55) 


A solução (55) corresponde- às oscilações amortecidas. 
Se 2n= a, = 0, isto é, se se desprezar a fricção interna, então, 
a solução será de forma 


n= Va + b? sen (kit + ô). 


Teremos neste caso oscilações harmónicas. (No tomo II, cap. XIII, 
§ 27, são dadas, nas figuras 270 e 271, os gráficos das oscilações 
harmónicas e amortecidas). 
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§ 17. Estudo das oscilações harmónicas amortecidas 
no caso duma força exterior periódica 


Na altura do estudo das oscilações elásticas dos sistemas mecá- 
nicos e particularmente na ocasião do estudo das oscilações eléctricas, 
teve-se de considerar diversos tipos de forças exteriores f (t). Estudemos 
em detalhe o caso de uma força exterior periódica. Suponhamos que 
a equação (47) é da forma 


dx 
die 


+2n E + k’r = A sen ot. (56) 


Para elucidar a natureza do movimento basta considerar o caso 
em que zo = x; = 0. Poder-se-ia obter a solução da equação segundo 
a fórmula (52), mas é mais cómodo aqui do ponto de vista metódico 
obter a solução efectuando todos os cálculos intermediários. 

Escrevamos a equação da imagem 

(0) 


AE e e SE 


donde obtemos: 
de Ao 


ar (57) 
AUTE ET 


Consideremos o caso em que 2n 0 (n? < k?). Decomponhamos 
a fracção da parte direita em fracções elementares: 
Ao o Np+B Cp +D 


cd o MOARE NA E e (oS 
(P+ 2np +KP ro) Pnp pro? E 


Determinemos as constantes B, C, D pelo método dos coeficientes 
indeterminados. Utilizando a fórmula (38) obtemos de (57) o original 


A 
z(t) = -ss s k2 2 9 
e o4 h — o’) sen wt — 2no cos wt + 


A mis [er — er o’) = sen k,t + 2nq cos tl} É (59) 
1 


aqui de novo k, = k? — n?. É precisamente a solução da equação (56), 
que verifica as condições iniciais z= z, = 0 para t=0. 
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Consideremos o caso particular para o qual 2n = 0. No sistema 
mecânico, por exemplo, isso corresponde ao caso em que não há 


resistência interna, nem amortecedores. Parã 
um contorno eléctrico isso corresponde ao 
caso em que R =0, por outras palavras, 
que a resistência interior do circuito é nula. 
A equação (56) toma, então, a forma 
2 
SEENT MAISA E, (60) 
de 
e obtemos a solução desta equação que 
verifica as condições zo = x, == 0 para 
t = 0, se pusermos na fórmula (59) n = 0: 


1 
z(=- 
(k — 0º) k 


[— o sen kt + k sen ot]. 


Fig. 382 (61) 
Temos aqui a soma de duas oscilações harmónicas: as oscilações 
próprias de frequência k: 


e 2 sen kt 


pik 


e as oscilações forçadas de frequência w: 


Ypr (t) = 


A 
Xtorc (t) = FE BR sen mt. 


No caso em que k >» w, o carácter das oscilações está repre- 
sentado na figura 382. | 

Voltemos, uma vez mais, à fórmula (59). Se 2n > 0, o que tem 
lugar para os sistemas mecânicos e eléctricos considerados, o termo, 
que conporta o factor e-"! e que representa as oscilações próprias 
amortecidas, decresce rapidamente quando t cresce. Para t suficientes 
mente grandes o carácter das oscilações é determinado pelo termo que 
não contém o factor e"! isto é, o termo 

A 2 2 f 

z (t) = ——— c {K — o^) sen wt — 2n o cos wt). (2 

= arado — 0)smo RR) 

Introduzamos as notações: 


a o) | 
A (k w”) Sost, is 2r = 
(ké — o + Anw" 


= M sen 6, 


(08) 


29 
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onde 
A 


T Vea Ve Anr o ; 


Pode-se escrever assim a solução (62): 


pk 4 2 
K? Vu E 4n 
T, kt 


Resulta da fórmula (64) que a frequência k das oscilações for- 
çadas corresponde à frequência w da força exterior. Se a resistência 
interna caracterizada pelo número n for fraca e se a frequência w 
for próxima da frequência k, a amplitude das oscilações pode tornar-se 
arbitrariamente grande, pois -o denominador pode tornar-se também 
tão pequeno quanto se queira. Quando n = 0, w? = k? a solução não 
é expressa pela fórmula (64). : 


M 


z(t) = sen (wt + ô). (64) 


§ 18. Solução da equação das oscilações no caso da ressonância 


Consideremos o caso particular em que a, = 2n = 0, isto é, quando 

a resistência é nula, e a frequência da força exterior coincide com a 

frequência das oscilações próprias k = œ. Neste caso, > «ação toma 
a forma 

dx 


E + Rx = A sen kt. (65) 


Procuraremos a solução desta equação que verifica as condições 
iniciais: zo = Ü, ző = 0 para t=0. A equação auxiliar será 


r E k? = Á Er a 
(p) (p + k’) E 
donde 
È (p) = atata . (66) 
Ea + EY É 


Obtivemos uma fracção racional regular do tipo IV que não 
estudamos sob a sua forma geral. Para determinar o original pela 
imagem (66) recorreremos ao artifício seguinte. Escrevamos a iden- 
tidade (fórmula 2, quadro): 


DERA | e P'sen kt dt. (67) 
0 


CALCULO OPERACIONAL E APLICAÇÕES 451 


Derivemos (*) os dois membros desta igualdade em relação a k: 


nã 4 
- Su a 2k == | e P'tcoskt dt. 
pode Apolo) 
Utilizando a igualdade (67), escrevemos, assim, esta igualdade: 


— M | Era [teose — Aen nt] dt. 
(o e Ki k 
Daí resulta imediatamente: 
R E A $ sen kt — t cos r) 
(P FEY 2k Nk 


(obtemos, desta fórmula, a fórmula 13 do quadro 1). Assim, a solução 
da equação (65) será 


AES pa (+ sen ht — tcos kt) ? (65) 
2k Nk 
Estudemos o segundo termo desta solução 
A Se 
LÃ ao POP (DS) 


quando £ cresce, esta grandeza não é limitada. A amplitude das osci- 
lações correspondente à fórmula (68) aumenta indefinidamente quando t 
cresce indefinidamente. Por conseguinte, a amplitude das oscilações cor- 
respondente à fórmula (68) aumenta também indefinidamente. Este 
fenómeno que tem lugar quando a frequência das oscilações próprias 
coincide com a frequência da força exterior chama-se ressonância (ver 
igualmente, tomo II, cap. XIII, § 29, fig. 273). 


§ 19. Teorema do retardamento 


Suponhamos que a função f(t) é idênticamente nula para t< 0 
(fig. 383, a). Então, a função f(t — to) será idênticamente nula quando 
t < to (fig. 383, b). Demonstremos o teorema do retardamento seguinte. 


(*) O integral do segundo membro pode ser representado sob a forma 
de soma de dois integrais da variável real em que cada um depende do 
parâmetro k. 
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Teorema — Se F (p) é a imagem da função f (t), então erto F (p) 
é a imagem da função f(t — to), isto é, se f(t) <-F(p), então, 


f(t — to) < e Por(p). 


j9 { 


(a) (b) 
Fig. 383 


Demonstração — Por definição de imagem, temos: 


L((t—to)) = forja to) dt = 


to 
Eu Re A de fere) dt. 


0 


O primeiro integral do segundo membro da igualdade é igual 
a zero, visto, que f(t — to) = O quando t < to. Efectuemos, no segundo 
integral, uma mudança de variável fazendo t— to = z: 


Lt(t— t)j= [e OHE (2) dz = e Po f ePf (2) dz = e PF (p). 
0 


0 
Assim, f (p — fo) + ecttoP (p). 
Exemplo — Estabslecemos no $ 2 para a função unidade de Heaviside: 


ud ; 
Op US Resulta, em virtude do tzorema demonstrado, que para a função 


0 h E 
Fig. 384 
Oo (t—h) representada na figura 384, a imagem L será À ph isto é, 
P , 
1 


Go (t— h) = sa eph, 
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Exercícios 


Determinar a solução das seguintes equações para os valores iniciais dados: 


d2r ao] 
; a +2r=0, z=1, z'=2Ž_para t=0. Resp. z= 4e7!— de-2l, 
Er HT d+ 22—0, ; 
dr diz DOES: PUA Es sel 
2. TRE = 0, 4=2, x'=-0, x"=1| para t= 0. Resp. r=1 +el. 
da $ dx mt s ep dh TR qr E = ef q 
3: a et Eaa 0, a= m <2/=:2, “para (= Ds Respiz= y“ 
X [tob cos bt +: (x¢— zoa) sèn bi]. 
2 A (i 
ra E ADE z=1, z'=2 para t=0. Resp. c=- ed! pet jo 


diz X 
ap rs =a cosnt, =T, z'=z, para t=0. Resp. r= 


$ 
X (cos nt— cos mt) + zo cos mt Ea sen mt. 


m2? — n2. 


2 1 É e 
6. Br x =t2, 2=0, x'=0 para t=0. Resp. 2=20!— 1882 2t —2. 


1 3 
7. dêz ti io z= zx' =x" =Q para t=0. Resp. z=7 (232+) O 


ET a, 
= f 
E ot f tV3 3 sen Eu 3! 
ra A v3 3 e 
t 
dx E 1 pat De 
8. ga am, zo=2,=20=0 para t=0. Resp. t=1-—c—3€ 
x cos aL 
dá d2x m AS | 
9. = gp e a to =z = t= qt =0 para t=0. Resp. Pig pune 


x [et (t—2) eo! (t+2) +2 sen t]. 


10. Determinar a gsm do sistema das equações diferenciais 


d2y 
a qa ti= apar e sed, 
que verifica as condições iniciais zro=yo=%=V=0 para t=0. 
1 d bezi 
Resp. < OTID. cost+7 e + 7 
l EP i 
O dedo E cost—e 7e +41. 


cedia a A e ma im 
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